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Prefácio m———— 


O conteúdo do presente livro é uma introdução à Álgebra Moderna destinado a 
Licenciaturas e/ou Bacharelados em Matemática. Acreditamos que, no que se refere às 
licenciaturas, a obra oferece material por si só suficiente, se bem explorado; quanto aos 
bacharelados, é também um pré-requisito para o estudo posterior de algum tópico 
mais avançado, como, por exemplo, a Teoria de Galois. 

O Capítulo 1, sem se alongar muito, inclui, além de alguns elementos sobre Con- 
juntos, uma abordagem sucinta sobre as demonstrações em Matemática, necessária 
não só para acompanhar a sequência do livro, como também, para a formação mate- 
mática de maneira geral. No fundo, apresentam-se nele alguns elementos de lógica 
matemática, mas sem as formalizações que o assunto demandaria quando estudado de 
uma maneira mais ampla. 

Ora, como os gregos já se deram conta há mais de dois milênios, e o mostra a obra 
Elementos, de Euclides (c. 300 a.C€.), o método dedutivo mostrou-se muito eficaz para a 
exploração da Matemática. Contudo, como os lógicos da época já sabiam, só se pode 
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deduzir a partir de alguns elementos preliminares considerados a priori e por meio da lógica - 
Euclides, na parte sobre geometria plana, adotou cinco postulados geométricos (todos, com 
a exceção de um, autoevidentes) e cinco noções comuns, referentes a grandezas em geral, 
como pré-requisitos. E, embora às vezes inadvertidamente fazendo uso da intuição, provou 
resultados brilhantes e de difícil alcance. Sua obra, enfim, contribuiu decisivamente para que 
o método dedutivo viesse a ser uma das grandes ferramentas da Matemática. Inclusive em 
campos relativamente novos, como Álgebra Moderna, que nasceu entre a segunda metade do 
século XIX e a metade inicial do século XX. 

Na verdade, os postulados de uma teoria matemática são como as regras de um jogo: 
apenas saber bem usá-las não basta, mas é imprescindível. E a Álgebra Moderna, com seu 
caráter abstrato e seu desenvolvimento lógico-dedutivo a partir de axiomas e definições, 
contribui muito para desenvolver o espírito matemático. 

O Capítulo 2 é, ao nosso ver, imprescindível tanto para a formação do licenciado em 
Matemática como para o bacharel, pois ocupa-se do estudo dos números inteiros em seus 
aspectos aritméticos básicos. Basta lembrar que a Aritmética faz parte do aprendizado de 
matemática básica praticamente a partir dos primeiros passos, na escola elementar. Ques- 
tões que envolvem divisibilidade, como máximo divisor comum e mínimo múltiplo comum e 
números primos, por exemplo, são focalizadas já no ensino elementar. E, portanto, parece- 
-nos óbvio que a formação matemática como um todo, para a qual a obra procura contribuir, 
apresente o assunto e que o faça por um ponto de vista teórico, ainda que moderadamente. 

O Capítulo 3, básico como os anteriores, lida com relações entre elementos de dois con- 
juntos (que podem ser iguais), algo que permeia a matemática desde o ensino básico. São 
exemplos de relações as funções (ou aplicações), as relações de equivalência e as relações de 
ordem. Dada sua presença maior na Matemática e suas aplicações, em particular sua pre- 
sença maior no curso do livro, o estudo do conceito de função é feito mais minuciosamente. 

Os Capítulos 4 e 5 focalizam, respectivamente, as estruturas algébricas de grupo e anel. 
Justifica-se o estudo dessas estruturas porque já no ensino básico se lidam com modelos 
importantes de ambas. Por exemplo, a definição de determinante de uma matriz, tópico do 
ensino médio, envolve historicamente, em suas raízes, o conceito de permutação do con- 
junto de índices. Quanto à estrutura de anel, lembremos que, relativamente às operações 
usuais (adição e multiplicação), são anéis Z, Q, R e C. Mas cada um deles, a partir do se- 
gundo, enriquece o precedente com propriedades algébricas cujo estudo é imprescindível 
na formação matemática. 

No Capítulo 6, Anéis de polinômios, o estudo restringe-se ao caso em que o anel dos 
coeficientes é um anel de integridade infinito. Dois motivos levaram a esse enfoque. De um 
lado, o fato de uma definição geral ser muito artificiosa em um primeiro contato do estu- 
dante com o assunto. De outro, porque a definição por meio de funções polinomiais, além 
de mais palpável, situa-se a meio termo entre o conceito elementar (como se vê na questão 
da identidade de polinômios) e o conceito abstrato geral em que pode ser uma ferramenta 
importante para estudos mais avançados. 


Prefácio IX 


O Capítulo 7, intitulado Anéis principais e fatoriais, propositadamente foge um pouco 
ao básico de um curso de introdução à Álgebra moderna. Mesmo assim, por se tratar de uma 
generalização dos Anéis euclidianos, ou seja, anéis de integridade infinitos em que se pode 
introduzir um algoritmo da divisão, propicia uma boa ideia inicial do alcance dos métodos 
de generalização da Álgebra moderna. 

Em meio a tudo isso, a obra é rica em exercícios (muitos resolvidos) e exemplos pro- 
postos paralelamente à teoria, dando condições ao estudante de se envolver, mais direta- 
mente, com o estudo dos diversos tópicos. 

Gostaríamos de acrescentar ainda que, na presente edição, foi inserido um apêndice 
intitulado “Precursores da álgebra moderna”, com minibiografias de Diofanto, Al-Khwa- 
rizmi, Cardano, Viête, Abel, Galois e Cayley, uma ao fim de cada capítulo, para que o leitor 
tenha uma ideia de quão longo e difícil foi o caminho do desenvolvimento da Álgebra e dos 
rastros de sua bela história. 

Finalmente, nossos agradecimentos a todos os colegas que usaram a obra em edições an- 
teriores, com a expectativa de que as alterações da presente edição possam torná-la melhor. 


Os autores. 
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2 Álgebra moderna 


1.1 SOBRE CONJUNTOS 


1.1.1 Nota histórica 


A teoria dos conjuntos foi criada por G. Cantor (1845-1918), com uma série de artigos 
publicados a partir de 1874. Embora russo de nascimento, Cantor fez carreira na Alemanha, 
para onde sua família se mudara quando ele era criança. Depois de doutorar-se na Universi- 
dade de Berlim, em 1867, com uma tese sobre teoria dos números, passou a trabalhar na 
Universidade de Halle, onde ficaria até o fim de sua carreira acadêmica. 

Por volta de 1870, quando estudava o problema da representação das funções reais por 
meio de séries trigonométricas, sua atenção se voltou para uma questão com a qual seu es- 
pírito tinha uma afinidade natural muito grande: a natureza do infinito. Esse foi o ponto de 
partida da criação da teoria dos conjuntos. 

Além de tudo, os trabalhos de Cantor sobre teoria dos conjuntos exigiram uma boa dose 
de coragem científica. De fato, ao estender a ideia de “cardinal” para conjuntos infinitos,! 
Cantor estava considerando a infinitude destes como algo efetivamente atual e não apenas 
potencial, como se aceitava até então. 

O grande mérito de Cantor foi perceber a existência de uma hierarquia para os cardi- 
nais transfinitos. Assim, todos os conjuntos cujos elementos podem ser postos em corres- 
pondência biunívoca com os elementos do conjunto dos números naturais têm o mesmo e 
o “menor” cardinal transfinito.? Trata-se dos conjuntos enumeráveis. Entre estes encon- 
tram-se, por exemplo, o conjunto dos números inteiros e, surpreendentemente, o conjunto 
dos números racionais. Cantor mostrou ainda que o conjunto dos números reais tem car- 
dinal “maior” que o dos conjuntos enumeráveis e que esse cardinal é “igual” ao do conjunto 
dos irracionais, algo que contrariava a velha ideia de que o todo tinha de ser maior que a 
parte. E mostrou que a escala dos cardinais transfinitos não tem limite: sempre há cardi- 
nais “maiores” e “maiores”. 

Tão surpreendentes eram alguns dos resultados encontrados por Cantor que ele chegou 
a dizer sobre um deles: “Vejo, mas não acredito”. Assim, não é de espantar o fato de que 
grandes matemáticos tenham rejeitado seus trabalhos. L. Kronecker (1823-1891) chegou a 
chamar Cantor de charlatão da ciência. E até havia razão para algumas dessas críticas, pois 
construída inicialmente sem preocupações com seus fundamentos lógicos, a teoria dos 
conjuntos, antes de ser satisfatoriamente axiomatizada no século XX, gerou paradoxos que 
chegaram a confundir e inquietar os matemáticos, até mesmo os “cantorianos”. 

Mas, para o progresso da Matemática, prevaleceram opiniões como a de B. Russel 
(1872-1970), que considerava a teoria dos conjuntos como “provavelmente a mais impor- 
tante [descoberta] que a época pode ostentar” ou a de D. Hilbert (1862-1943), que disse: 
“Do paraíso criado por Cantor ninguém nos tirará”. 


1 Diz-se que dois conjuntos têm o mesmo “cardinal” ou a mesma “cardinalidade” se seus elementos 
podem ser postos em correspondência biunívoca. 
2 Cardinal de conjunto infinito. 
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1.1.2 Conjuntos 
1.1.2.1 Introdução 


O conceito de conjunto é certamente um dos mais importantes da matemática contem- 
porânea. Como sinônimo de conjunto, no sentido aqui considerado, poderemos usar sem 
distinção os termos “classe” e “coleção”. Um conjunto é formado por objetos, de modo gené- 
rico chamados de elementos, que, por um motivo ou outro, convém considerar globalmente. 
Não há restrições quanto à escolha dos elementos de um conjunto, salvo que excluiremos a 
possibilidade de um conjunto ser elemento dele mesmo. Assim, não há nenhum inconve- 
niente em considerar, por exemplo, um conjunto formado por um número real, uma bola de 
futebol e um automóvel. 

Costuma-se indicar os conjuntos por letras maiúsculas e seus elementos por letras 
minúsculas de nosso alfabeto. Se um objeto a é elemento de um conjunto U, dizemos que 
“a pertence a U” e denotamos essa relação por a E€ U. Caso contrário, dizemos que “a não 
pertence a U” e escrevemos a É U. 


1.1.2.2 Descrição de um conjunto 


Comumente usam-se três procedimentos para definir um conjunto. 


1) Descrever seus elementos por uma sentença. Por exemplo: 
e conjunto dos números reais; 
e conjunto dos planetas do Sistema Solar. 


2) Listar seus elementos entre chaves. Por exemplo: 
e (2,4,6,8,10) 
0105152: 3; 00: 
(No segundo exemplo, como se vê, só os quatro primeiros elementos foram listados, 
mesmo assim não há dúvida de que se trata do conjunto dos números naturais.) 


3) Dar uma “propriedade” que identifica seus elementos. Por exemplo: 
e (x|xéinteiroex> 2) 
e (x|xéreale2<x<10) 
e {x |x goza da propriedade P}. 


A propósito do último procedimento, vale ressaltar que um dos pontos importantes do 
uso de conjuntos na matemática reside no fato de estes poderem substituir as propriedades 
com grande vantagem no que se refere à precisão de linguagem. Por exemplo, a propriedade 
“Todos os números racionais são também números reais”, na linguagem de conjuntos, pode 
ser escrita assim: “Se x € Q, então x € R”. (Ver notação a seguir.) 
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Certos conjuntos, por sua importância e pela frequência com que se repetem, são indi- 
cados por notações especiais: 


N = {0, 1, 2, 3, ...} (conjunto dos números naturais); 

Z = {.., -2, -1, 0, +1, +2, ...} (conjunto dos números inteiros); 
Q = conjunto dos números racionais; 

R = conjunto dos números reais. 


Se A indica um dos três últimos conjuntos, indistintamente, então: 


* 


A - {0}; 
{xEA|x> 

(xe A | x < 0} (conjunto dos números negativos de 4); 

{x € A | x > 0} (conjunto dos números estritamente positivos de 4); 
(xe A | x < 0} (conjunto dos números estritamente negativos de 4); 
conjunto dos números complexos; 

C - {0}. 


0} (conjunto dos números positivos de 4); 


Eu 


e 
ee Re o 
o 


Oo 


1.1.2.3 Subconjuntos 


Se 4 e B são conjuntos e todo elemento de A também é elemento de B, dizemos que A é 
um subconjunto de B ou uma parte de B e denotamos essa relação por 4 c B (lê-se “A está 
contido em B”) ou B > A (lê-se “B contém 4”). Dois conjuntos, A e B, dizem-se iguais se A c B 
e B c A (evidentemente isso significa que os dois conjuntos constam exatamente dos mes- 
mos elementos). A igualdade de conjuntos é denotada pelo símbolo usual de igualdade. Por 
exemplo, se A= {xE Z|1<x<5}eB = {2, 3, 4}, então A = B. 

A relação definida por X c Y, chamada inclusão, goza das seguintes propriedades: 


e reflexiva: X cC X; 
e antissimétrica: se X C Y e Y C X, então X = Y; 
e transitiva: se Xc Ye YC Z, então X c Z. 


A demonstração da primeira dessas propriedades é imediata. A segunda propriedade é 
decorrência da própria definição de igualdade de conjuntos. Para provar a terceira, temos de 
mostrar que todo elemento de X também é elemento de Z. Ora, se a € X, então a E Y, por hi- 
pótese; mas, pertencendo a Y, a também pertence a Z, pela segunda parte da hipótese; isso 
prova a propriedade. 

O exemplo seguinte ilustra o uso da transitividade na linguagem de conjuntos: indique- 
mos por M, N e S, respectivamente, o conjunto dos quadriláteros, dos retângulos e dos qua- 
drados de um dado plano. Como S c N (todo quadrado é um retângulo) e N c M (todo 
retângulo é um quadrilátero), então Sc M. 
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Convém ressaltar que são equivalentes as três afirmações que seguem: 


e ACB; 
e Sex EA, então x E B; 
e Sex ¢É B, então x ¢ A. 


Se A e B indicam conjuntos tais que A C B e A + B, diz-se que A está contido propriamente 
em B ou que B contém propriamente A. As notações usadas para indicar essas relações são, 
respectivamente, 4 Œ B e B 2 A. 

Por exemplo, o conjunto dos números naturais está contido propriamente no conjunto 
dos números inteiros, ou seja, N & Z. Ou, dito da outra forma: o conjunto dos números intei- 
ros contém propriamente o conjunto dos números naturais, ou seja, Z 2 N. 


1.1.2.4 Conjunto vazio 


Com vistas a poder lidar com a linguagem de conjuntos mais uniformemente, aceita- 
-se a existência de um “conjunto sem elementos”: o conjunto vazio, que pode ser definido 
por qualquer propriedade contraditória e que é denotado pelo símbolo Ø. Por exemplo: 
Ø = (xe Q | x ¢ R}. Uma decorrência lógica (mas estranha) da aceitação da existência de 
conjunto vazio é que Ø c A, qualquer que seja o conjunto A. De fato, supor Ø ¢ A, para algum 
A, significaria admitir o seguinte: existe um objeto x tal que x € Ø e x É A. Como não pode 
ocorrer x É Ø, então deve-se aceitar que Ø c A. Convém notar ainda que Ø + {Ø}, pois o se- 
gundo desses conjuntos possui um elemento (o conjunto vazio), ao passo que o primeiro não 
possui nenhum. 


1.1.2.5 Diagramas de Venn 


Para ilustrar e visualizar relações entre conjuntos e operações com conjuntos, um ins- 
trumento bastante útil são os chamados diagramas de Venn. A ideia é a seguinte: primeiro 
traça-se um retângulo de dimensões arbitrárias para representar o conjunto de todos os 
elementos considerados. Depois, para representar cada subconjunto próprio do universo 
com que se esteja lidando, traça-se um círculo no interior do retângulo. Por exemplo, a rela- 
ção A Ẹ B entre dois subconjuntos de U é representada pelo diagrama a seguir. 


U 
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1.1.2.6 Interseção e união 


A interseção de dois conjuntos, 4 e B, é o conjunto indicado por 4 N B e definido pela 
propriedade “xe A ex € B”. Portanto: 


AnB=(x|xeAexeB) 


A operação que consiste em associar a cada dois conjuntos, dados numa certa ordem, 
sua interseção, goza das seguintes propriedades: 


AN (BANC) = (AN B) C associatividade); 
e AN B= BNA (comutatividade); 

e seA C B,então AN B= Å; 

e ANØ=Ó. 


Provemos a terceira dessas propriedades. Para tanto, consideremos inicialmente um 
elemento x € A N B; então x € A e x E B (definição de interseção), o que garante que A N B c A. 
Seja, agora, x E 4; como 4 C B, então x E B; logo, x E€ A N B e, portanto, A c A N B. As duas 
inclusões demonstradas garantem que, efetivamente, A N B = A sempre que 4 c B. 


A união de dois conjuntos, A e B, é o conjunto indicado por A U B e definido pela proprie- 
dade “x E A ou x E B”. Portanto: 


AUB=(x|xeAouxeB) 


Convém notar que o “ou” usado na definição não dá ideia de exclusividade: um elemento 
da união pode pertencer a ambos os conjuntos se a interseção não for vazia. 


A B 
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A operação que consiste em associar a cada dois conjuntos, dados numa certa ordem, 
sua união, cumpre as seguintes propriedades: 


AU(BUO=(AUBJUC; 
e AUB=BUA; 

e seACB,entãoAUB=B; 
e AUGD=-A. 


1.1.2.7 Complementar 


Dados um conjunto U e um subconjunto A c U, chama-se complementar de A em relação 
a U e denota-se por (49, a parte de U formada pelos elementos de U que não pertencem a A. 
Ou seja: 


(49,= (XE U|x EA) 


(Ay 


O conjunto U, cuja fixação é pressuposta na definição de complementar, é chamado uni- 
verso do discurso ou conjunto universo. No desenvolvimento da matemática, trabalha-se, em 
cada situação, com um conjunto universo específico. Por exemplo, numa primeira aborda- 
gem do cálculo, o universo é o conjunto dos números reais e, na mesma situação, na teoria 
dos números (aritmética teórica), o universo é o conjunto dos números inteiros. Quando não 
houver dúvidas sobre qual o universo em que se está trabalhando, para simplificar a notação 
indicaremos o complementar de uma parte 4 desse universo apenas por 4º. 

Da definição de complementar decorrem as propriedades que seguem para um dado 
conjunto U (universo) e para partes quaisquer, 4 e B, de U: 


. U = Ø e Ø= U; 

e (AJA; 

e ANA=GeAUA =U; 

e (AN B) =A°U B'e (A U B) =A N BS 


As duas últimas propriedades são conhecidas como leis de De Morgan ou leis de duali- 
dade. A título de exercício, demonstremos que (A U B)º = 4º N Bº. Seja x um elemento de U. 
Se x E (A U BJ, então x ¢ A U B e, portanto, x ¢ A e x É B. Logo, x E A e x E B; ou seja, 
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x E 4º N P, e fica provado que (AU B) c A° N B°. Agora, sex E A° N B,entãox ¢Aex¢Be, 
portanto, x É AU B (se pertencesse a esse conjunto, teria de pertencer a 4 ou a B). De onde, 


x E (AU BJ), o que prova a inclusão contrária. 


Exercícios 


1. 


escoceses essoss 


j 


(4 UBF= Æ NBS 


Consideremos os seguintes subconjuntos de R (aqui considerado como conjunto : 
universo): A = {x E R | x? < 4}, B={xE R| x -x> 2}, C= {1/2, 1/3, 1/4,.}eD={xER] ; 
-2 < x < -1}. Classifique cada relação seguinte como verdadeira ou falsa e justifique-as. - 
a) 4 CB. 

b) AN B=D. 
ð CEB: 

d) BUADC. 
e) CnDz 6. 
Construa um exemplo que envolva dois conjuntos, B e C, para os quais se verifiquem as : 
seguintes relações: Ø E C, BEC, Bc C. 

a) Descubra conjuntos, 4, B e C, tais que B#Ce AU B=AUC. 

b) Com um exemplo, mostre que pode ocorrer o seguinte: BCe AN B=ANC. 


Se A, B e C são conjuntos tais que AUB=AUCeANB=ANC, prove que B= C. 
Resolução: Seja x E B. Então x E A U B = A U C. Temos, aqui, duas posssibilidades: ; 
x E A ou x E C. Mas, se x E A, então x E A N B = A N Ce, portanto, x E C. Assim, todo ele- - 
mento de B é também elemento de C. De maneira análoga, prova-se que todo elemento : 
de C é elemento de B. De onde, B = C. : 
Sejam A e B conjuntos tais que A U B = A N B. Prove que 4 = B. 
Se A e B são conjuntos artibrários, demonstre as seguintes propriedades (conhecidas ; 
como leis de absorção): 
a) AN (AU B) =A. 

b) AU (ANB) =A. 


7. 


10. 


1. 


12. 
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Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A e indica-se por P(A) : 

o conjunto de todos os subconjuntos de 4. Por exemplo, se 4 = (1, 2), então : 

P(A) = TO, {1}, {2}, {1, 2} 

a) Determine P(A) quando A = (6, 1, {1}. 

b) Prove que, se um conjunto A tem n elementos, então P(A) tem 2” elementos. : 

c) Se o número de subconjuntos binários (formados de dois elementos) de um con- : 
junto dado é 15, quantos subconjuntos tem esse conjunto? : 

Resolução: b) Como nos ensina a análise combinatória, o número de subconjuntos de : 


n n : 
A com um elemento é ( i | o número de subconjuntos com dois elementos é r) etc. : 


n n . 
Como a =l e | r) = 1 podem ser usados para contar o conjunto vazio e o próprio : 


n n n n : 
A, então o total de subconjuntos de A é (>) + | ] + ”) +... + ) . Mas essa soma, : 
n : 


como nos ensina também a combinatória, é 2". 


Para indicar o número de elementos de um conjunto finito X, adotemos a notação n(X). ; 
Mostre então que, se A e B são conjuntos finitos, verifica-se a importante relação: : 
n(A U B) = n(A) + n(B) = n(A N B). i 
Resolução: De fato, se indicarmos por 4' e B’, respectivamente, as partes de A e B for- : 
madas pelos elementos que não estão em An B, então n(A U B) = n(A9 + n(A N B) + n(B”. ; 
Mas n(A’) = n(A) - n(A N B) e n(B’) = n(B) - n(A N B). Substituindo estas duas últimas - 
igualdades na anterior, obtemos a igualdade proposta. : 
Numa pesquisa a respeito da assinatura das revistas A e B foram entrevistadas 500 ] 
pessoas. Verificou-se que 20 delas assinavam a revista A, 14 a revista Be 4 as duas re- - 
vistas. Quantas das pessoas entrevistadas não assinavam nenhuma das revistas? 


Se A, Be C são conjuntos finitos, mostre que: 
n(AUBUCO =n(A)+n(B)+n(C)-n(ANB)-n(ANO -n(BN O) +n(ANBNO. 


Define-se a diferença entre dois conjuntos, A e B, da seguinte maneira: A - B= {x |xEAe ; 
x É B}. Ache a diferença A - B nos seguintes casos: : 
a) A=QeB=R; 

b) A=ReB=Q; 

c) A={xxER|2<x<5}eB={xER|x> 2}; 

d) A=( [n=1,2,3,-}e B={7 2 |n=1,2,3,.); 


e) A={xER|1<x<3}eB={xER]|x-3x-4>0} : 
Sejam A e B conjuntos finitos tais que n(A U B) = 40, n(A N B) = 10 e n(A - B) = 26. Deter- ; 
mine n(B - 4). : 
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13. Denomina-se diferença simétrica entre dois conjuntos A e B e denota-se por A AB : 
o seguinte conjunto: A A B = (A - B) u (B - A). Isto posto: : 
a) ache a diferença simétrica entre os pares de conjuntos do exercício 11; 
b) mostre que, qualquer que seja o conjunto 4, valem A A Ø=AeAAA=ģQ; 
c) mostre que, para quaisquer conjuntos A e B, valem A A B = B A A. 


14. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U. Prove as seguintes propriedades: 
a) seA N B=ØeAU B= U, então B = A e A = B5; 
b) se AN B= Ø, então B c A'e A c B5; 
c) B CA se, e somente se, 4º c Bs. 


15. Prove as seguintes propriedades, que envolvem o conceito de diferença de conjuntos: 

a) (A-B)N (A-C) =A-(BU0); 

b) (A-C) N (B-C) =(4ANB)-C; 

c) (AU B) -B = A se, e somente se, A N B = Ø. : 
Resolução: b) Se x E (A - C) N (B - C), então x EA x¢ C xEBex¢cC.DaíxEeANBe ; 
x ¢ C e, portanto, x E (A N B) - C. Isso prova que (A - C) N (B - C) c (A N B) - C. Para - 
provar a inclusão contrária, tomemos x € (A N B) - C. Então, x € (A N B) e x É C. Daí : 
xEA, xE Bex ¢ Ce, portanto, x E (A - C) e x E (B - C), ou seja, x E (A - B) N (A - C), como ; 
queríamos provar. 


16. Encontre um exemplo para mostrar que pode ocorrer a desigualdade seguinte: 


AU(B-C)*(AUB)-(AUC). 


me O CC COCOCOCOCCCOCCLCCOCCCCCCLLOLOCOCCOLCCCCCLOCOLCCLCCOCCLCCOLCLOCO LOCO neoon ooo. 


1.2 SOBRE DEMONSTRAÇÕES 
1.2.1 Nota histórica 


A Lógica, como ciência, foi criada por Aristóteles (384-322 a.C.). Mas, embora Aristóte- 
les considerasse sua criação uma ciência independente da Matemática e anterior a esta, as 
bases para a estruturação e sistematização da lógica empreendidas por ele já haviam sido 
lançadas antes pelos matemáticos gregos, ao criarem e desenvolverem o método dedutivo. 
De fato, esse método pressupõe, antes de tudo, leis corretas para o raciocínio, e isso se insere 
nos domínios da lógica. Entre essas leis, há que se destacar a lei da não contradição, que es- 
tatui que uma proposição não pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo, e a lei do terceiro 
excluído, que estatui que uma proposição só pode ser verdadeira ou falsa, ambas introdu- 
zidas por Aristóteles. 

A lógica de Aristóteles, cujas fórmulas (por exemplo, silogismos) se expressavam em 
palavras da linguagem comum, sujeitas a regras sintáticas comuns, reinou soberanamente 
até o século XIX - quando foi criada a lógica matemática -, a despeito do significativo papel 
desempenhado pela lógica escolástica da Idade Média. 
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Mas há que registrar, no século XVII, o trabalho desenvolvido por G. W. Leibniz 
(1646-1716) no sentido de criar uma álgebra simbólica formal para a lógica. A motivação 
para Leibniz foi a forte impressão que lhe causava o poder enorme da álgebra simbólica em 
campos diversos, e o objetivo de sua álgebra da lógica seria o de conduzir o raciocínio meca- 
nicamente e sem esforços demasiados em todos os campos do conhecimento. Mas Leibniz 
deixou apenas escritos fragmentados sobre o assunto, escritos que, ademais, só se tornaram 
conhecidos em 1901. 

Entre os matemáticos que contribuíram para a criação da lógica matemática no sé- 
culo XIX, aquele cuja obra teve peso e repercussão maiores foi G. Boole (1815-1864), graças 
sobretudo a The laws of thought (As leis do pensamento), de 1854. Uma ligeira ideia da obra 
de Boole pode ser dada por este fato: ele usava letras minúsculas, x, y, Z, ... para indicar partes 
de um conjunto tomado como universo e representado pelo símbolo 1. Se x, y representavam 
duas dessas partes, ele denotava o que hoje chamamos de interseção e união dessas partes 
respectivamente por xy e x + y. O complementar de uma parte x era indicado por 1 - x. Na 
verdade, as uniões consideradas por Boole pressupunham partes disjuntas; a generalização, 
para o conceito atual, é devida a W. S. Jevons (1835-1882). Assim, sendo evidente que 
XY = YX, X +y =y +X, Xy = yX, (x/)z = x(yz), essas leis foram tomadas como axiomas em sua 
álgebra. Mas a nova álgebra apresenta diferenças fundamentais em relação à clássica: haja 
vista as leis x° = x e x + x = x, para qualquer parte x do universo. 

Como exemplo do uso da álgebra de Boole, vejamos como se poderia colocar em símbo- 
los a lei do terceiro excluído. Suponhamos que 1 indique o conjunto de todos os seres huma- 
nos vivos e xo conjunto dos brasileiros vivos. Então, 1 - x indica o conjunto dos seres humanos 
vivos que não são brasileiros, e a equação x + (1 - x) = 1 expressa a ideia de que todo ser 
humano vivo ou é brasileiro ou não é brasileiro. 

Não passou despercebida a Boole a correspondência entre a álgebra dos conjuntos e a 
das proposições. Se p indica uma proposição, a equação p = 0 indica que p é falsa, e a equação 
p = 1, que p é verdadeira. Nesse contexto, dadas duas proposições, p e q, ele indicava por pq 
ep +q, respectivamente, a conjunção e a disjunção das duas. Mas Boole não se alongou muito 
nessa questão. 

Tão importante e inovadora foi a obra científica de Boole que o grande matemático e 
filósofo galês B. Russel (1872-1970) via nele o verdadeiro descobridor da matemática 
pura. Mas talvez nada ateste mais fielmente a importância dessa obra do que as muitas 
pesquisas que nela se inspiraram e que levariam a uma axiomatização da álgebra do pen- 
samento no século XX. 


1.2.2 Demonstrações 
1.2.2.1 Proposições e funções proposicionais 


A matemática é uma ciência dedutiva. Isso significa, entre outras coisas, que a validade 
de um resultado matemático exige uma demonstração. Não é fácil definir o que é uma de- 
monstração matemática. Basicamente, é uma sucessão articulada de raciocínios lógicos que 
permite mostrar que um resultado proposto é consequência de princípios previamente 
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fixados e de proposições já estabelecidas. Nesse processo, é preciso lidar e operar constan- 
temente com proposições (sentenças declarativas às quais se pode atribuir um valor lógico - 
verdadeiro ou falso, exclusivamente) e funções proposicionais (sentenças declarativas que 
envolvem variáveis). 

Consideremos as sentenças “2 é um número primo”, “V2 é um número racional” e “x é 
um número real maior que 1”. Como se vê, são sentenças declarativas. Mas, embora se possa 
dizer que a primeira é verdadeira e a segunda, falsa, nenhum valor lógico se pode atribuir à 
terceira, já que ela envolve uma variável em R. As duas primeiras são, pois, proposições, ao 
passo que a terceira é uma função proposicional (na variável x). 

As variáveis de uma função proposicional sempre representam elementos de um con- 
junto previamente fixado - seu domínio de validade ou universo. As funções proposicionais na 
variável x são indicadas em geral por p(x), q(x), ... Toda função proposicional pode ser trans- 
formada numa proposição, bastando para isso substituir a variável por um elemento do uni- 
verso. Se a é um elemento do universo de p(x), a proposição obtida com a substituição da 
variável por a é indicada por p(a). Por exemplo, se p(x) é a função proposicional “x? > 4” no 
universo dos números racionais, então p(3) é “3? > 4” (verdadeira) e p(-1) é “(-1)? > 4” 
(falsa). Assim, uma maneira de transformar uma função proposicional em proposição é subs- 
tituir a variável (ou variáveis) por um elemento (ou elementos) arbitrário(s) do universo. 
Outra maneira de transformar uma função proposicional em proposição consiste em quan- 
tificar a variável (ou variáveis), o que pode ser feito de duas maneiras: através do quantifi- 
cador existencial “existe um pelo menos” ou do quantificador universal “qualquer que seja” 
(ou “qualquer” ou “todo”). No cálculo proposicional usam-se os símbolos 3 e Y para indicar 
os quantificadores existencial e universal, respectivamente. 

Por exemplo, a função proposicional “x > 1º, em que x é uma variável em R, pode ser 
quantificada das maneiras que seguem: 


“Existe um número real maior que 1” (verdadeira). 
ou 
“Todo número real é maior que 1” (falsa). 


Se p(x) é uma função proposicional cujo conjunto universo é U, então os elementos de U 
que tornam verdadeira p(x) constituem o que se chama conjunto verdade da proposição 
dada. Por exemplo, o conjunto verdade de “x é um quadrado perfeito”, em que x é uma variável 
em N, é 10, 1, 4,9, ...}. 


1.2.2.2 Conectivos 


Na linguagem matemática, a negação de proposições ou funções proposicionais e a com- 
binação de proposições ou funções proposicionais através dos conectivos “e” (conjunção), 
“ou” (disjunção), “se... então...” (condicional) e “se, e somente se” (bicondicional) são ope- 
rações que têm interesse fundamental. 
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A respeito dos conectivos, convém esclarecer o que segue. 

O ou usado na matemática não tem sentido exclusivo. Assim, numa proposição disjun- 
tiva, “p ou q”, ambas as proposições (p e q) podem ser verdadeiras (ou falsas). Por exemplo, 
em “2 é primo ou 2 é par” ambas são verdadeiras. 

As proposições do tipo “se p então q” serão entendidas aqui como “~[ p e (-q)]”. Assim, 
por exemplo, é o mesmo dizer que “Se uma pessoa é paulista, então essa pessoa é brasileira” 
ou “Não pode ocorrer de uma pessoa ser paulista e não ser brasileira”. É o mesmo dizer tam- 
bém que “Se x? é um número par, então x é um número par” ou “Não pode acontecer de x? ser 
um número par e x não ser um número par”. 

Uma proposição do tipo “p se, e somente se, q” será entendida como “se p, então q, e se 
q, então p”. 

No que segue, indicaremos por —p a negação de uma proposição p. 

Por exemplo, se p indica a proposição “2 é primo” e q a proposição “2 é par”, então: 


e “~p” (negação de p) é “2 não é primo”; 

e “~q” (negação de q) é “2 não é par” ou “2 é ímpar” (pois só há duas alternativas para 
um inteiro: par ou ímpar); 

e “peq” é“2 é primo e 2 é par”; 

e “p ouq” é“2 é primo ou 2 é par”; 

e “sep, então q” é “se 2 é primo, então 2 é par”; 


g 


e “p se, e somente se, q” é “2 é primo se, e somente se, 2 é par”. 


Nesse contexto, é importante saber determinar o valor lógico das proposições obtidas 
através da negação ou dos conectivos, em função do valor lógico das proposições dadas. 


e Uma proposição “~p” é verdadeira se p é falsa, e vice-versa. 
e As proposições do tipo “p e q” só são verdadeiras quando p e q são verdadeiras. 
e As do tipo “p ou q” só são falsas quando p e q são falsas. 


Para o estudo do valor lógico das condicionais “se p, então q” é melhor considerá-las na 
forma “=[p e (~q)]”. No caso em que p e q são verdadeiras, “p e (-q)” é falsa (pois ~q é falsa) 
e, então, a negação dessa última, ou seja “se p, então q” é verdadeira; segue então que, quando 
p e q são verdadeiras, “se p, então q” é verdadeira. Aplicando-se esse raciocínio para os de- 
mais casos, conclui-se que uma proposição do tipo “se p, então q” só é falsa no caso em que 
p é verdadeira e q é falsa. 

Como exemplo, consideremos as proposições “O menor número primo positivo é 2”, que 
indicaremos por p, e “O menor número irracional positivo é V2”, que indicaremos por q. 
Obviamente a primeira é verdadeira, e a segunda, falsa. Então: 


e “~p” é falsa; 
e “~q” é verdadeira; 
e “p eq” é falsa; 
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Z 


e “pouq” é verdadeira; 

e “sep, então q” é falsa; 

e “se q, então p” é verdadeira; 

e “p se, e somente se, q” é falsa (Por quê?). 


1.2.2.3 Implicação e equivalência 


Se p e q são proposições tais que a condicional “se p, então q” é verdadeira, diz-se que p 
implica ou acarreta q. Para indicar que p implica q, usa-se a notação “p > q”. Por exemplo: 


1>2 > 4 é primo, 


uma vez que a proposição “se 1 > 2, então 4 é primo” é verdadeira (pois “1 > 2” é falsa). Por 
outro lado, não procederia escrever 


2> 1> 4 é primo, 


já que a primeira dessas proposições é verdadeira e a segunda falsa (único caso em que uma 
proposição do tipo “se... então...” é falsa, como vimos). 

Sejam p(x) e q(x) funções proposicionais com o mesmo universo U. Se para todo a EU 
tal que p(a) é verdadeira e a proposição q(a) também é verdadeira, então se diz que p(x) 
acarreta (ou implica) q(x). A notação é a mesma: p(x) > q(x). Por exemplo, se U = R, então: 


x>25x>4, 


uma vez que todos os valores de x que tornam verdadeira a primeira função proposicional 
também tornam verdadeira a segunda. Mas não procederia escrever 


xX? > 4 acarreta x > 2, 


visto que há números reais que tornam verdadeira a primeira proposição e falsa a segunda 
(todos os números reais menores que -2). 

Vale observar que, se no exemplo anterior o universo fosse o conjunto dos números reais 
positivos, então: 


X>45x>2. 


Uma importante propriedade de que goza a relação > é a transitividade. Ou seja, se 
p>qeq>r, então p > r. De fato, a proposição “se p, então r” só não seria verdadeira no 
caso de p ser verdadeira e r falsa. Mas, como “se p, então q” é verdadeira, então q teria de ser 
verdadeira, e como “se q, então r” é verdadeira, então q teria de ser falsa. Impossível, pois isso 
contraria o princípio da não contradição. Então “se p, então r“ é verdadeira e, portanto, p > r. 

Duas proposições, p e q, dizem-se logicamente equivalentes se p > q e q > p. Notação: 
p & q. A definição de funções proposicionais equivalentes é análoga. Por exemplo, se U = R, 


x -4=06x=20ux=-2. 
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De fato, os números reais que tornam verdadeira a primeira proposição (2 e -2) também 
tornam verdadeira a segunda, e vice-versa. 

Consideremos uma implicação p > q (poderia ser também uma implicação que envol- 
vesse funções proposicionais). Outra maneira de ler essa relação é: 


“p é uma condição suficiente para q”. 


A explicação para isso é que a veracidade de p basta (é suficiente) para garantir a vera- 
cidade de q, uma vez que estamos supondo “se p, então q” verdadeira. Outra maneira ainda é: 


“q é uma condição necessária para p”. 


A explicação, no caso, é que é necessária a veracidade de q quando se tem a veraci- 
dade de p. 

Consideremos, por exemplo, a implicação “x = 2 > x? = 4”, em que x é uma variável em R. 
Essa relação poderia, portanto, ser formulada de uma das seguintes maneiras: “x ser igual a 
2 é suficiente para que xº seja igual a 4” ou “x? = 4 é condição necessária para x = 2”. 

Isso justifica por que uma equivalência p & q é comumente expressa nos seguintes 
termos: 


“q é uma condição necessária e suficiente para p” 
ou 


“p é uma condição necessária e suficiente para q”. 


z 


Por exemplo, a equivalência “x é par & x? é par”, em que x representa um número 
inteiro, poderia ser formulada da seguinte maneira: “uma condição necessária e suficiente 
para que x° seja par é que x seja par”. 


1.2.2.4 Recíproca de uma proposição ou função proposicional 


A proposição “se q, então p” é chamada recíproca de “se p, então q”. (Para funções pro- 
posicionais a definição é análoga.) É fácil ver que a recíproca de uma proposição verdadeira 
pode não ser verdadeira, e vice-versa. Ou seja, se p e q são proposições tais que “p > q”, pode 
não valer a implicação contrária. O mesmo acontece com as funções proposicionais. Por 
exemplo, a recíproca de “Se X é um quadrado, então X é um losango” é “Se X é um losango, 
então X é um quadrado”. Obviamente a primeira é verdadeira, mas a segunda não (nem todo 
losango é quadrado). Também pode acontecer de uma proposição e sua recíproca serem 
ambas verdadeiras ou falsas. Por exemplo, “Se x? é ímpar, então x é ímpar” e sua recíproca, 


“Se x é ímpar, então x? é ímpar”, são ambas proposições verdadeiras. 


1.2.2.5 Demonstração indireta - negação de funções proposicionais 


Nos raciocínios matemáticos muitas vezes é preciso negar uma proposição. Isso acon- 
tece, especialmente, nas demonstrações indiretas ou demonstrações por redução ao absurdo 
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de teoremas. Um teorema é basicamente uma proposição que, para ser admitida, precisa ser 
demonstrada. O enunciado de um teorema sempre explicita algumas hipóteses e pressupõe 
toda a teoria pertinente que o precede. O resultado a ser provado é a tese. Se a negação da 
tese levar a alguma contradição com as hipóteses ou com outros pressupostos da teoria, o 
teorema estará provado. Uma explicação formal rigorosa para esse fato requer um desenvol- 
vimento do assunto fora dos objetivos deste texto, assim nos ateremos a um exemplo. 

Suponhamos que se deseja provar que “Se m? é ímpar, então m também é ímpar” 
(m número inteiro). Negando a tese, suponhamos que m fosse par, ou seja, que pudesse ser 
escrito na forma m = 2t, em que t é inteiro. Então m? = 4t? = 2 x (2t?) também seria par, contra 
a hipótese. De onde, m necessariamente é ímpar. 

A seguir relacionaremos os procedimentos para as negações habitualmente necessárias 
na argumentação matemática. 


e Se p(x) indica uma função proposicional, a negação de “(Vx)(p(x))” é ” (ax) (~p(x)}”. 


Por exemplo, a negação de “Qualquer que seja o número real x, x? é positivo” é “Existe 
um número real x tal que x? é estritamente negativo”. (Lembremos que, por nossa convenção, 
positivos são os números 2 0 e estritamente negativos os números < 0). 


e Se p(x) indica uma função proposicional, a negação de “(3x)(p(x))” é ” (Yx) (~p(x)}”. 


Z 


Por exemplo, a negação de “Existe um número real x tal que x? — 4 = 0” é “Qualquer que 
seja o número real x, vale x? — 4 + 0”. 


e Sepeqindicam proposições (ou funções proposicionais), a negação de “pe q” é “(-p) 
ou (-q)”. 


Por exemplo, a negação de “2 é par e 2 é primo” (ou “2 é par e primo”, como seria mais 
comum dizer) é “2 não é par ou 2 não é primo”. 


e Se pe q indicam proposições (ou funções proposicionais), a negação de “p ou q” é 
“(-p) e (-9)”. 


Por exemplo, a negação de “Qualquer que seja o número real x, x < 0 ou x > 0” é “Existe 
um número real x tal que x > 0 e x < 0”. 

A negação da negação de uma proposição (ou função proposicional) p é p. Por exemplo, 
a negação de “3 não é ímpar” é “3 é ímpar”. 


e Se p eq indicam proposições (ou funções proposicionais), então a negação de “se p, 
então q” é “p e (~q )”. 


A explicação para isso vem do fato de que “Se p, então q” tem formalmente o mesmo 
sentido de “~[p e (~q)]” e de que, se s é uma proposição, então ~[~(s)] é s, como vimos 
anteriormente. 
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Como exemplo, consideremos a proposição “Se um número é racional, então também é 
um número real”, que tem o mesmo sentido de “Todo número racional é real”. Sua negação 
é “Existe um número que é racional e não é real”. 


1.2.2.6 Demonstração de existência 


Na matemática são comuns os teoremas de existência. Nesse caso, a demonstração muitas 
vezes é feita simplesmente exibindo-se um objeto que cumpre a(s) condição(ões) desejada(s). 
Como exemplo, mostremos que dados dois números racionais, a e b, com a < b, então existe 
um número irracional o.tal que a < o. < b. De fato, o número 


E (1) 


cumpre as condições desejadas. Observemos primeiro que, pela própria maneira como foi 
definido, o número a é maior que a e menor que b. Por outro lado, de (1) segue que: 


Assim, supondo que a fosse racional, então o segundo membro da última igualdade também 
seria um número racional e teríamos o seguinte absurdo: V2 racional. Logo, « é irracional. 

É claro que exibir um objeto que cumpre uma determinada condição em geral não é 
fácil, pois isso pode depender bastante de insight e bagagem matemática. Mas persistência e 
traquejo ajudam muito. 


1.2.2.7 Demonstração por contraexemplo 


Há situações, também, em que se tem de demonstrar que uma proposição ou proprie- 
dade é falsa. Nesse caso, basta evidentemente dar um contraexemplo. A título de ilustração, 
consideremos a seguinte proposição, no conjunto dos números inteiros: “Se a é um divisor 
de b e dec, então a é um divisor de b + c”. Como é bem conhecido, trata-se de uma proposição 
verdadeira. Mostremos que sua recíproca não é verdadeira. Essa recíproca pode ser enun- 
ciada assim: “Se a é um divisor de b + c, então a é um divisor de b ou c”. Para mostrar a falsi- 
dade desta última proposição, basta um contraexemplo. E isso é fácil: 5 é um divisor de 3 + 7, 
mas não é divisor de nenhuma das parcelas dessa soma. 

Para a descoberta de um contraexemplo vale, com as devidas mudanças, a mesma obser- 
vação feita ao final de 1.2.2.6. 


1.2.2.8 Contrapositiva de uma proposição ou função proposicional 


Através do raciocínio por redução ao absurdo podemos mostrar que toda condicional 
“se p, então q” é logicamente equivalente à condicional “se ~q, então ~p”, chamada contraposi- 
tiva da condicional dada. Mostremos, usando o raciocínio mencionado, que a primeira dessas 
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condicionais implica a segunda. Para isso tomamos como hipótese “~[p e (-q)]” (a maneira 
formal de escrever “se p, então q”). Observemos, porém, que a segunda condicional (no caso, 
a tese) pode ser substituída por “-((-q) e [-(-p)]Y, ou seja, por “~[(~q) e p]”, cuja negação é 
“(-9) e p”, proposição nitidamente contraditória com a hipótese. Essa contradição garante a 
validade da implicação considerada. Analogamente se demonstra a implicação contrária. 

Como exemplo, consideremos a proposição “Se a soma de um número inteiro com seu 
quadrado é um número ímpar, então o número dado é ímpar”. A contrapositiva dessa propo- 
sição é: “Se um número inteiro é par, então a soma deste número com seu quadrado é um 
número par”. Pelo que vimos, demonstrar este último resultado equivale a demonstrar o 
primeiro. E a vantagem, como em muitos casos, é que é mais fácil demonstrar esta última 
versão do teorema: basta representar um número par genericamente por 2t e fazer os cálcu- 
los algébricos indicados no enunciado: (2t) + (2t)? = 2t + 4ť = 2(t + 2t?), que é par. 


1.2.2.9 Funções proposicionais e diagramas de Venn 


Muitas vezes, no estudo de questões que envolvem funções proposicionais, é interessante 
representar ou imaginar o conjunto universo e os conjuntos verdade respectivos por meio de 
um diagrama de Venn, pois isso pode ajudar bastante o raciocínio. A figura a seguir mostra a 
representação do conjunto verdade 4 de uma proposição p(x) cujo conjunto universo é U. 


U 


Para utilizar esse expediente, é preciso, primeiro, estabelecer uma correspondência en- 
tre as funções proposicionais derivadas de uma ou duas funções proposicionais através da 
negação e dos conectivos e as partes correspondentes de U. Se A e B são, respectivamente, os 
conjuntos verdade de duas funções proposicionais p(x) e q(x), com o mesmo universo U, 
a tabela a seguir mostra essa correspondência: 


se p(x), então q(x) (no caso: p(x) > q(x)) ACB 
p(x) se, e somente se, q(x) (no caso: p(x) € q(x)) A=B 
~[p(x)] A 

p(x) e q(x) ANB 
p(x) ou q(x) AUB 


Capítulo 1 Noções sobre conjuntos e demonstrações 19 


Como exemplo, vejamos como se mostra a seguinte equivalência: 


~pe) e q0] S ~p e)] ou [a(o]. 


AU B“°=(4 N B) 


Para isso, indiquemos por A e B, respectivamente, os conjuntos verdade de p(x) e q(x). 

Então, os pontos que tornam verdadeira “~[p(x) e q(x)]” são os de (A N B}° = ACU B°. Mas 
esse conjunto, por sua vez, é o conjunto verdade da função proposicional “~p(x) ou ~q(x)”, 
o que completa nossa justificação. 


Exercícios 


17. Qual é o valor lógico das seguintes proposições? 

a) 2+5=10u3>1. 

b) 2 é primo e 2 é par. 

c) Se1>2,então1l=2. 

d) Todo número primo é um número real. 

e) Qualquer que seja o número real x, vale x? > x. 

f) Existe um número real x tal que x? = —2. 

9) Para que um triângulo seja retângulo, é necessário e suficiente que o quadrado de 
um de seus lados seja igual à soma dos quadrados dos outros dois. 

h) Se fé uma função real de variável real, então fé uma função par ou uma função ímpar. 

i) Sex é um número inteiro e x? é ímpar, então x é ímpar. 

j) Duas matrizes quadradas de mesma ordem são iguais se, e somente se, seus deter- 
minantes são iguais. 


18. Considere que numa universidade se tenha a seguinte situação: há pesquisadores que 
não são professores e professores que não são pesquisadores; mas alguns pesqui- 
sadores são professores. Isso posto, quais das seguintes afirmações relativas a essa 
universidade são verdadeiras? 

a) Existem professores que são pesquisadores. 

b) Se P indica o conjunto dos professores e Q o conjunto dos pesquisadores, então 
PnQ o. 

c) Todo pesquisador é professor. 
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d) O conjunto dos professores não está contido no conjunto dos pesquisadores. 
e) Existem pesquisadores que não são professores. 
f) O conjunto dos pesquisadores está contido no conjunto dos professores. 


Escreva na forma “se... então..” as afirmações a seguir. 

a) Qualquer lado de um triângulo é menor que a soma dos outros dois lados. 

b) Todo número primo diferente de 2 é ímpar. 

c) Para um número real x tal que -2 < x < 2, vale x? < 4. 

d) Duas retas quaisquer, paralelas entre si e não paralelas ao eixo das ordenadas, têm 
o mesmo coeficiente angular. 


... 


e) Sempre que uma função real de variável real é diferenciável num ponto, ela é con- : 


tínua nesse ponto. 
f) Um determinante é nulo quando uma de suas filas é formada de zeros. 


Sejam p, q e r proposições, as duas primeiras verdadeiras e a terceira falsa. Indique o : 


valor lógico de: 

a) pe(-q); 

b) (~r) ou (~p); 

c) se (p er), então q; 

d) p se, e somente se, r. 

Negue as proposições seguintes. 

a) Sex ER ex> 2, então x? > 4. 

b) Nenhum triângulo retângulo é equilátero. 

c) Qualquer que seja o número real x, existe um número inteiro n tal que n > x. 
d) Existe um número complexo z tal que zº = -2. 
e) Todo retângulo é um paralelogramo. 


f) Se dois planos são paralelos, então toda reta de um deles é paralela ao outro plano. ; 


Quantifique as funções proposicionais que seguem de modo a torná-las verdadeiras : 


(para todas o universo é o conjunto dos números reais). 

a) xX-5x+6=0; 

b) x? -16 = (x-4) (x +4); 

c) sen? x + cos? x= 1; 

d) sen?x -sen x = 0; 

e) xº-3x+3>1; 

f) xX > 2x. 

Se uma função proposicional envolve n variáveis, então é preciso quantificá-la n vezes 
a fim de que ela se torne uma proposição. Quanto a isso, é importante observar que os 
quantificadores existencial e universal nem sempre comutam entre si, como se pode 
verificar pelas proposições que seguem, a primeira verdadeira e a segunda falsa (em 
ambas o domínio da variável é (R): “Qualquer que seja x, existe y tal que x + y = 1” e 
“Existe x tal que, qualquer que seja y, x + y = 1”. 


COCO OCO LOC. 
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Isso posto, quantifique as seguintes funções proposicionais de modo a torná-las verda- 
deiras (em todas, o universo das duas variáveis é o conjunto dos números reais): 

a) y>x; 

b) (x +y)? =x? + 2xy +); 

c) rR 

d) sen (x + y) = sen x + sen y; 

e) }¥ż +y > 0. 

Determine o valor lógico das proposições seguintes, nas quais x e y são variáveis em 
(1,2,3). 

a) Existe x tal que, qualquer que seja y, x < y? + 1. 

b) Para todo x existe y tal que x? + y? = 4. 

c) Existem x e y tais que x? + y? = xè. 

Em quais das condicionais seguintes é correto dizer que a primeira proposição (função 
proposicional na variável real x) acarreta a segunda? 

a) Se 2x = 0, então 3 + x é um número primo. 

b) Sex? +x- 2 = 0, então x = -2. 

c) Sex é um número real, então x é um número complexo. 

d) SexeRex?-4<0,entãox<2. 

e) Setgx>1,entãox>7/4. 


Para quais das bicondicionais seguintes seria correto dizer que a primeira proposição 
(função proposicional) é equivalente à segunda? 

a) 2x-5 > 5 se, e somente sẹ, x> 5. 

b) x? + 3x + 2 < 0 se, e somente se, -2 < x < -1. 

c) sen x = sen (2x) se, e somente se, x = 0. 

d) Uma matriz quadrada A é invertível se, e somente se, det(A) + 0. 

e) As retas y = 2x e y = mx + n são perpendiculares se, e somente se, 2m + 1 = 0. 


Enuncie as recíprocas e as contrapositivas das proposições seguintes. 

a) Se dois números inteiros são ímpares, então a soma deles é um número par. 

b) Se uma função real de variável real é contínua num ponto, então ela é diferenciável 
nesse ponto. 

c) Se uma matriz quadrada é invertível, então seu determinante é diferente de zero. 

d) Se o grau de um polinômio real é 2, então esse polinômio tem duas e apenas duas 
raízes complexas. 

e) Se dois planos são perpendiculares, então toda reta de um deles é perpendicular 
ao outro. 


Classifique como verdadeiras ou falsas as recíprocas e as contrapositivas das propo- 
sições do exercício 27. 

Enuncie a contrapositiva da propriedade transitiva da relação “maior que” em R, ou 
seja, da propriedade: “Se a > b e b > c, então a > c”. 


secocooocococooococoooooocooosooosocoooooooooooooooooooooooooooooosoooosocococooocooooocooooooooocooococosooocooooooooooooocooooooooocoooooooooo 
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Enuncie a contrapositiva da seguinte proposição: “Sejam A, Be C pontos distintos de 
um plano. Se esses pontos não são colineares, então AB < BC + AC”. 

Ache um contraexemplo para cada uma das afirmações seguintes. 

a) Para todo x E R, x? - 1 > 60. 

b) Para todo x E R, x? - 4x? < 20. 

c) Para todo x E R, cos x > cos (x + 1). 


d) Para todo x E€ R*%, log, X < log,, x. 

Justifique a propriedade seguinte de duas maneiras, a primeira através de sua contra- 
positiva e a segunda por redução ao absurdo: “Se m é um inteiro tal que m? + 2 é ímpar, 
então m é ímpar”. : 
Prove, por meio de um contraexemplo, que nº + n + 41 (em que n é um inteiro estrita- : 
mente positivo) nem sempre é um número primo. 


ecoccooocococooocoocococoooocooooooocooococoooooooooooooooooooocoosoooococooooooooooooooooo 


Precursores da 
álgebra moderna »———— 


DIOFANTO DE ALEXANDRIA (séc. II) 


No chamado Período Helenístico, entre a morte de Alexandre, o Grande (323 a.C.), e o 
início da Era Cristã, a matemática grega atingiu seu auge, principalmente graças às obras de 
Euclides, Apolônio e Arquimedes. Estas, além de muito ricas em conteúdo, pautavam-se pelo 
rigor matemático. Mas, em grande parte pelo fato de não terem captado o conceito de número 
irracional, os gregos costumavam representar os números reais por meio de segmentos de 
reta, o que levou à geometrização de sua álgebra. 

O período seguinte da matemática grega (até por volta do ano 500 d.C.) não foi tão bri- 
lhante como o anterior, mesmo assim, produziu alguns matemáticos muito criativos, capazes 
de explorar com grande sucesso determinadas áreas que a matemática helênica até então 
ignorara, devido a seus vieses e limitações. 

Uma das figuras exponenciais deste período foi Diofanto de Alexandria (c. 250 a.C.), gra- 
ças ao potencial de Arithmetica, sua obra-prima, para o desenvolvimento da álgebra e da 
moderna teoria dos números. Os gregos dividiam o estudo dos números inteiros em duas 
partes: aritmética e logística. Esta última era a arte prática de lidar com os números, pouco 
merecedora de atenção por parte de seus sábios; digna de atenção por parte deles era a arit- 
mética, ou seja, a arte de lidar com os números teoricamente, como o fez Euclides (c. 300 a.C.) 
nos livros VII, VIII e IX dos Elementos. 

Segundo a interpretação de um epigrama que consta da Greek Anthology (Antologia 
grega), Diofanto casou-se aos 33 anos de idade e teve um filho, que faleceu aos 42, quatro 
anos antes de sua própria morte, aos 84 anos. Afora isso (supondo-se que as informações 
dadas sejam verdadeiras), o que se sabe sobre a vida de Diofanto é que passou parte dela em 
Alexandria, então já o grande centro da cultura grega, e que escreveu ainda Sobre os números 
poligonais (do qual restou apenas um fragmento) e Porismas, obra que se perdeu. 

Da Arithmetica que, segundo prólogo do autor, constaria de 13 livros, sobreviveram 
seis em grego e quatro em árabe (estes últimos descobertos mais recentemente). Ao contrá- 
rio das obras-primas de Euclides e Apolônio, por exemplo, a Arithmetica não é uma exposição 
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dedutiva sistemática. Trata-se de uma coleção de problemas independentes, selecionados 
com muita engenhosidade, e respectivas resoluções, bastante criativas e fecundas. Se- 
gundo o autor, a obra foi escrita para ajudar um de seus alunos. 

Na visão de alguns historiadores, o fato de seis livros da Arithmetica terem se conser- 
vado em grego decorre de terem merecido um Comentário feito por Hipátia (século V), ma- 
temática e professora do Museu de Alexandria, em sua breve existência. De fato, com seu 
prestígio docente e sua fidelidade aos valores gregos, numa época atribulada, logo após o 
cristianismo ter se tornado a religião dominante na cidade, seu envolvimento na disputa 
entre o governador Orestes e o Arcebispo Cirilo acabou levando uma horda de fanáticos re- 
ligiosos a assassiná-la violentamente. 

Uma das marcas diferenciais da obra foi a simbologia introduzida por Diofanto para 
indicar a incógnita e as potências desta, até a de expoente 6, o termo constante e a subtração. 
Ou seja, Diofanto criou uma álgebra sincopada, ao combinar o antigo estilo verbal com uma 
coleção de símbolos. A título de ilustração, a expressão algébrica 


xX + 13x2+5 
seria escrita por Diofanto assim: 
K'oAryMe. 


Nesta notação, K'o é o cubo da incógnita (K” multiplicado por seu coeficiente œ = 1, Aly 
é o quadrado da incógnita (A”) multiplicado por seu coeficiente 1y = 13, (ı = 10, y = 3) e Me 
indica que o termo constante é 5 (e = 5). 

Mas Diofanto renovou principalmente ao lidar com produtos de mais do que três fato- 
res, algo inaceitável na matemática grega clássica. De fato, nesta, devido à sua identificação 
com a geometria, um produto de dois fatores exprimia uma área; de três fatores, um sólido; 
e um produto de quatro ou mais fatores não tinha significado geométrico. Logo, estava fora 
de cogitações. Aliás, quando hoje falamos “a ao quadrado” ou “a ao cubo”, por exemplo, está 
implícita a identificação geométrica mencionada. 

Na Arithmetica, Diofanto focaliza tanto problemas determinados como problemas inde- 
terminados, sendo os últimos a maioria. Mas, destes, só determina uma solução. O universo 
das soluções dos problemas focalizados é o conjunto dos números racionais positivos e os 
métodos de resolução são artifícios específicos, muito criativos. 

Apesar de constituir uma ruptura na história da Álgebra, a Arithmetica só foi traduzida 
para o latim em 1575, pelo professor W. Holzmann, da Universidade de Heidelberg. Mas seu 
impacto para o surgimento da moderna teoria dos números só se mostrou com a segunda 
edição (publicada em 1670), de uma tradução posterior feita por Bachet de Méziarac (acom- 
panhando o texto em grego), quando um de seus exemplares foi ter às mãos do grande dile- 
tante da Matemática Pierre De Fermat (1601-1665). 

O enunciado do problema 8 do Livro II é o seguinte: “Dividir um quadrado numa soma 
de dois quadrados”. Embora se trate de um problema indeterminado, que em notação 
moderna se expressa por x? + y? = z2, Diofanto limitou-se a resolvê-lo para z = 4, ou seja, 
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limitou-se a encontrar uma única entre as soluções da equação indeterminada x? + y? = 16. 
Para isso procurou um número da forma y = ax - 4 (em notação atual) cujo quadrado 


2 — 
leva à igualdade a?x? - 8ax + 16 = 16 - x°. A solução x = E i implica y= o . Quando 
q + 


a 


a=2, x= Je e y= X e, portanto, 16 =(:$] + (3). 
5 5 5 5 

Inspirado por esse problema, em 1637 Fermat enunciou e alegou ter demonstrado o 
chamado (posteriormente) Último Teorema de Fermat (UTF): “Se n > 3, a equação x” + y” = z” 
não tem nenhuma solução (a, b, c) formada por inteiros estritamente positivos”. Mas alegou que 
a demonstração encontrada por ele não cabia nas margens de seu exemplar da Arithmetica. 
Em abono dessa afirmação deve-se registrar que Fermat figura entre os grandes matemá- 
ticos de todos os tempos e não costumava publicar seus trabalhos. 

Mas uma demonstração completa só foi conseguida em 1994, 357 anos depois, graças à 
dedicação quase exclusiva, por alguns anos, do inglês Andrew Wiles (1953-), a qual, além de 
envolver matemática do século XX, estende-se por algumas dezenas de páginas. 


Introdução à aritmética 
dos números inteiros =————— 


O 
5 
= 
o 
© 

© 
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2.1 INTRODUÇÃO 


No conjunto dos números naturais, que segundo o matemático Leopold Kronecker 
(1823-1891) foi criado por Deus (o resto foi criado pelo homem, complementava ele), a di- 
ferença entre a e b só está definida se a > b. Mas há questões que envolvem a ideia de subtra- 
ção de números naturais em que o minuendo é menor que o subtraendo - por exemplo, 
gastar mais do que se tem. Para enfrentar essas questões, foi preciso ampliar o conjunto dos 
números naturais com a adjunção de novos números, os números inteiros negativos, introdu- 
zidos a princípio para possibilitar uma resposta a uma subtração qualquer de dois elementos 
de N. Esse passo gerou naturalmente a necessidade de estender as operações e a relação de 
ordem de N ao novo conjunto, formado pelos números naturais e pelos números negativos. 

Historicamente os inteiros negativos não foram os primeiros números a surgir dos na- 
turais - as frações positivas vieram antes. Nem foram introduzidos de maneira bem estrutu- 
rada e com bom acabamento matemático. Muito pelo contrário. Simplesmente surgiram, e de 
maneira bastante informal, em decorrência de questões práticas: inicialmente na China, pro- 
vavelmente bem antes do século III a.C., e mais tarde na Índia, em torno do século VI d.C. Mas 
na Europa ocidental do século XVII ainda havia matemáticos de alto gabarito que não aceita- 
vam bem (ou nem sequer aceitavam) os números negativos. 

A ideia intuitiva é que, por exemplo, todas as “diferenças” 0 - 1, 1 - 2, 2 - 3, 3 - 4, ... de 
alguma maneira são “equivalentes” e representam o mesmo “número”, um novo número que 
veio a ser indicado com o tempo por -1. De maneira análoga se introduzem os números 
-2,-3,.... É claro que, sob o ponto de vista do rigor, esse procedimento deixa a desejar (o que 
são essas “diferenças”, afinal?), mas os primeiros matemáticos a usá-lo não estavam preo- 
cupados com isso e foram em frente. 

Obtidos esses novos números, é preciso ainda incorporá-los consistentemente ao con- 
junto dos números naturais (por uma questão de uniformidade, os números 1, 2, 3, ... são 
representados respectivamente por +1, +2, +3, ...), o que exige: 


e estender para o novo conjunto numérico, ou seja, Z = {... -3,-2,-1,0,+1,+2,+3,..), 
as operações adição e multiplicação de números naturais. Isso significa, por exemplo, 
dar uma definição de adição no novo conjunto que, quando aplicada ao subconjunto dos 
números naturais (parte do novo conjunto), leve aos mesmos resultados que a adição 
de números naturais. Por exemplo, como 2 + 3 = (3 - 1) + (4 - 1) = (3+4) - (1+1)= 
7 - 2 = 5, é razoável esperar que (-2) + (-3) = (1 - 3) + (1-4) = (1+1)-(3+4)= 
2 -7 = -5 (notar que 2 - 7 é uma das “diferenças” que definem -5); 

e estender para Z a ideia de “menor” e “maior” a partir das (e coerentemente com as) 
idéias correspondentes em N. Feito isso, podemos por fim nos referir a Z como o 
sistema (ou campo) dos números inteiros. 


Obviamente essas considerações visam apenas dar uma ideia despretensiosa da cons- 
trução dos números inteiros. Esse desenvolvimento, que, quando feito com rigor e forma- 
lismo, é bastante trabalhoso e até tedioso, foge ao plano traçado para este trabalho e, por 
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isso, não será feito aqui. Começaremos considerando toda essa construção já feita, bem como 
já conhecidas as propriedades básicas das operações e da relação de ordem em Z. 


2.2 INDUÇÃO 


2.2.1 Princípio do menor número inteiro 


Seja L um subconjunto não vazio de Z. Dizemos que L é limitado inferiormente se existe 
um número a € Z tal que a < x, qualquer que seja o elemento x E L. Ou seja, a menor que ou 
igual a qualquer elemento de L. Todo elemento a € Z que cumpre essa condição se chama 
limite inferior de L. Obviamente, se um inteiro a é limite inferior de L, então todo inteiro 
menor que a também o é. Um limite inferior de L que pertença a esse conjunto se chama 
mínimo de L. Pode-se provar que um subconjunto não vazio de Z não pode possuir mais do 
que um mínimo. 


| Exemplo - O conjunto L = {-2, -1, 0, 1, 2, 3, ...} é limitado inferiormente e seus limites inferiores 
são -2, -3, -4, ... . Então L tem mínimo: o número -2. 


| Exemplo 2 By O conjunto S = {..., -6, -4, -2, 0) dos múltiplos negativos de 2 não é limitado inferior- 
mente. Obviamente não há nenhum inteiro que seja menor que todo elemento de S. 


O resultado a seguir é um teorema quando se desenvolve a teoria dos números inteiros 
sistematicamente a partir dos números naturais. A palavra princípio, que figura em sua 
designação, deriva de razões históricas. 


Princípio do menor número inteiro: se L é um subconjunto de Z, não vazio e limitado 
inferiormente, então L possui mínimo. 

Por exemplo, o conjunto dos números inteiros positivos é limitado inferiormente e seu 
mínimo é o número 0. 

Usando o princípio do menor número inteiro podem-se deduzir duas proposições bas- 
tante úteis para provar a veracidade de funções proposicionais definidas numa parte de Z 
limitada inferiormente. 


2.2.2 Primeiro princípio de indução 


Seja p(n) uma função proposicional cujo universo é o conjunto dos inteiros maiores que 
ou iguais a um inteiro dado a. Suponhamos que se consiga provar o seguinte: 


e p(a) é verdadeira; 
e ser>ae p(r) é verdadeira, então p(r + 1) também é verdadeira. 


Então p(n) é verdadeira para todo n > a. 
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Demonstração - Seja L = {x E Z | x > a e p(x) é falsa). Se mostrarmos que L = Ø, o princípio estará 
justificado. Para isso vamos raciocinar por redução ao absurdo. Suponhamos L # Ø. Então, uma vez 
que L é limitado inferiormente (a é um limite inferior), L possui mínimo [,. Como p(a) é verdadeira, 
é claro que |, > a e, então, l,- 1 > a. Por outro lado, p(l, - 1) é verdadeira, já que 1, - 1 está fora de L. 
Então, levando em conta a hipótese (ii), p((l, - 1) + 1) = p(L,) é verdadeira. Mas isso é absurdo, pois 
l, está em L. 

Como imagem para ilustrar o primeiro princípio de indução, costuma-se usar o efeito dominó. Su- 
ponhamos uma fileira infinita de pedrinhas de dominó. Se a primeira pedra tomba para a frente, e o fato 
de uma pedra tombar faz com que a da frente também tombe, então todas as pedrinhas tombarão. 


n(n + 1)(2n + 1) 
CAME Mostremos que 1+2 +.. + P= E sempre que n > 1. (No caso, a 


função proposicional p(n) é a igualdade do enunciado.) 


10 +DE-1+0 6 
6 6 


Para n= 1, o primeiro membro dessa igualdade é 1? = 1 e o segundo =1. 
Portanto, a função proposicional é verdadeira para n= 1. 
Suponhamos que seja verdadeira para algum r > 1, isto é, suponhamos que 
r(r+ DQr+ 1) 
6 


P+2+utr= 


seja verdadeira. 


Então, para n= r+ 1, o primeiro membro da igualdade a ser provada é 


r(r+ DQr+1 r(r+ DQr+ D+ 6(r+ 1)? 
o C+ 12r? +r+6r+ 6) = C+ DQr+7r+6) 
ai 6 GR RR 


>’ 


ao passo que o segundo é 


(+ DW+DCUADAD  C+DE+DOr+3I) O C+D ++7r+6) 
6 E 6 E 6 l 


e, portanto, a função proposicional também é verdadeira para n = r + 1. Isso prova que a igualdade 
efetivamente vale para todo inteiro n > 1. 


2.2.3 Segundo princípio de indução 


Seja p(n) uma função proposicional cujo universo é o conjunto dos inteiros maiores que 
ou iguais a um inteiro dado a. Suponhamos que se consiga provar o seguinte: 


e p(a) é verdadeira; 
e ser>ae p(k) é verdadeira para todo k tal que a < k <r, então p(r) também é verdadeira. 
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Então p(n) é verdadeira para todo n > a. 
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A demonstração desse princípio é análoga à do primeiro e não será feita aqui (ver exer- 
cício 2). 


Provemos, usando o segundo princípio de indução, que 7? > 2n para todo inteiro n > 2. 


1. 


Para n = 2 o primeiro membro da desigualdade vale 2? = 4 e o segundo 2-2 = 4. 


Portanto, a função proposicional é verdadeira para n = 2. 


Seja r > 2 e suponhamos que se tenha k? > 2k para todo inteiro k tal que 2 < k <r. 


Façamos r - k = t, do que segue r = k + t, em que t >0. Daí: 


rP=(k+t)2=k+2kt+t?>2k+2kt+t?>2k+ 2kt. 


Mas, como k > 2 et > 0, então 2k > 2 e, portanto, 2kt > 2t. De onde: 


r>2k+2t=2(k+t)=2r 


Demonstre por indução: 
n(n + 1) 
2 

b) 1+3+5+..+(2Qn-1)=nº (n> 1); 
c) +28 +..+nº=(1+2+..+n) (n>1); 


n(n + D(n+2) 
3 


a) 1+2+..+n= 


(n >1); 


d) 1:-2+2:3+...+n'(n+1)= 


e) n?>n+1 (n>2). 


Demonstre o segundo princípio de indução. 


2.3 DIVISIBILIDADE EM Z 


2.3.1 Divisão exata 


Diz-se que o número inteiro a é divisor do número inteiro b (ou divide b) ou que o nú- 


mero b é divisível por a se existe c E€ Z tal que b = ac. Nesse caso, pode-se dizer também que 


b é múltiplo de a. Para indicar que a divide b, usaremos a notação a | b. 


Por exemplo, -2 divide 6 porque 6 = (-2)(-3). Também se pode afirmar que 0 divide 0 


uma vez que, para todo inteiro c, c - 0 = 0. 
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Sea | b ea + 0, o número inteiro c tal que b = ac será indicado por b/a e chamado quo- 
ciente de b por a. 

A relação entre elementos de Z, definida por x | y, que acabamos de introduzir, goza das 
propriedades a seguir. 


1) a | a (reflexividade) 
Defato,a=a-1. 

2) Sea b > 0a |b eb |a, então a = b. 
Por hipótese, b=a-c e a = bc,. Se a = 0 (b = 0), então b = 0 (a = 0). Suponhamos, pois, 
a, b > 0. Como a = acc, segue que cc, = 1. Masc, e c, são positivos e, portanto, essa 
igualdade só é possível para c, = c, = 1. De onde a = b. 

3) Sea | beb |c, então a | c. (transitividade) 

4) Sea | bea |c, então a | (bx + cy), quaisquer que sejam os inteiros x e y. 
Por hipótese, b = ad, e c = ad,. Daí, bx = a(xd,) e cy = a(yd,). Somando membro a 
membro essas igualdades, obtemos: 


bx + cy = a(xd,) + a(yd,) = a(xd, + yd,). 


Então, devido à definição, a | (bx + cy). 
Dessa propriedade, segue em particular que: 


e sea|bea |c, entãoa |(b+c)ea | (b-c); 
e sea |b, então a | bx, qualquer que seja o inteiro x. 


5) Sea | bec |d, então ac | bd. 
Por hipótese, b = ar e d = cs para convenientes inteiros r e s. Multiplicando-se mem- 
bro a membro essas igualdades, obtém-se bd = (ac)(rs). De onde ac | bd. 


| Exemplo 5 $ Vamos provar que A(n) = 2” + 15n - 1 é divisível por 9, qualquer que seja o inteiro 
n > 1. A demonstração será feita por indução sobre n. 


Como h(1) = 2? + 15- 1 - 1 = 18 =2 - 9, então a afirmação é verdadeira para n= 1. 


Seja r > 1 e suponhamos h(r) divisível por 9. Então hÇ) = 2” + 15r- 1 =9 - q para algum inteiro q. Segue 
daí que 2” = 9q - 15r + 1. 


Logo, h(r+ 1) = 2 + 150+ 1) -1527.2 +15r+15-1=4.27+15r+14= 
=4(9q - 15r + 1) + 15r + 14 = 9(4q) - 60r + 15r + 18 = 9(49) - 96N + 9 - 2 = 9(4q - 5r + 2), 
o que mostra que A(r + 1) é múltiplo de 9. 


Pelo primeiro princípio de indução, a propriedade está demonstrada. 


2.3.2 Algoritmo euclidiano 


Evidentemente, há infinitos casos de pares de inteiros tais que nenhum dos dois é divi- 
sor do outro. Por exemplo, nem 2 é divisor de 3, nem vice-versa. O algoritmo euclidiano, de 
que trataremos aqui, estabelece uma “divisão com resto” e é a base da aritmética teórica 
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(teoria dos números). Seu nome deriva do fato de Euclides o haver usado em seus Elementos 
(c. 300 a.C.) para determinar o máximo divisor comum de dois números positivos. Nesse ponto 
nada mudou de lá para cá, como veremos. Diga-se de passagem, porém, que Euclides só con- 
siderava números inteiros estritamente positivos. Nosso contexto, aqui, é mais amplo. 

Seja a um número inteiro estritamente positivo. Tomando-se algum inteiro b, há duas 
possibilidades: 


1) b é múltiplo de a e, portanto, b = aq para um conveniente inteiro q; 

2) b está situado entre dois múltiplos consecutivos de a, isto é, existe um inteiro q tal 
que aq < b < a(q + 1). Daí, 0 < b - aq < a. Então, fazendo b - qa = r, obtemos b = aq + r, 
emque 0 <r<a. 


Juntando as duas possibilidades, podemos garantir o seguinte: dados dois inteiros, 
a e b, com a > 0, então existem dois inteiros, q e r, tais que: b = aq + r, em que 0 <r <a. 

Evidentemente, r = 0 corresponde ao caso em que b é múltiplo de a. 

Vamos imaginar que se pudesse determinar outro par de inteiros, q, e r, tais que 
b =aq, +r, com0 <r <a. Então, aq + r = aq, + r, e, portanto, a(g - q) =r, 7T. Suponhamos 
que r + r, digamos r > r,. Daí, o segundo membro da última igualdade seria estritamente 
negativo e, como a > 0, então q - q, também seria estritamente negativo e, portanto, q, - q > 0, 
ou seja, q, - q > 1. Mas de a(q - q,) = r, - r segue que: 


r=r +a(q, - q). 


Levando-se em conta que a > 0, r, > 0 e q, - q > 1, da última igualdade segue que r > a, 
o que é absurdo. 

Da mesma forma, prova-se que a desigualdade r, > r também é impossível. De onde 
r =r, e, consequentemente, q = q. 

O resultado acima, conhecido como algoritmo euclidiano ou algoritmo da divisão em Z, 
garante a possibilidade de uma “divisão aproximada em Z”. Um enunciado geral para ele é o 
seguinte: “Dados um inteiro b qualquer e um inteiro estritamente positivo a, existem dois 
inteiros, q e r, tais que b = aq + r, com 0 < r < a. Ademais, as condições impostas determinam 
os inteiros q e r univocamente”. Os elementos envolvidos no algoritmo têm nomes especiais: 
b é o dividendo, a é o divisor, q é o quociente, e r o resto na divisão euclidiana de b por a. 

Na divisão de um inteiro n por 2 há duas possibilidades: o resto ser 0 ou 1. No primeiro 
caso, o número é divisível por 2 e é chamado número par. Consequentemente, os números 
pares se apresentam sob a forma 2t, em que t é um inteiro. Se o resto for 1, o número pode 
ser expresso por n = 2t + 1, para algum inteiro t, e é chamado número ímpar. No caso da 
divisão de um inteiro n por 3, os restos possíveis são 0,1 ou 2 e, portanto, n = 3t,n=3t+ 1 
oun = 3t + 2, exclusivamente. E assim por diante. 
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Vamos determinar, usando o raciocínio da demonstração, o quociente e o resto da 
divisão de 97 por 6. Os múltiplos estritamente positivos de 6 são: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 
66, 72, 78, 84, 90, 96, 102, ... 


O número 97 está entre 96 = 6 - 16 e 102= 6 - 17. Isso já nos dá o quociente: 16. 


O resto, de acordo com o algoritmo, ér=97 - 6-16=1. 


Exemplo 7 Na divisão euclidiana de -345 por a > 0, o resto é 12. Vamos determinar os possíveis 
valores de a (divisor) e do quociente. 

Se q indica o quociente, então - 345 = a - q + 12 (12 < a). Daí, -357 = aq, em que a > 12. Isso só é possí- 
vel para a = 357 e q = -1, a = 17 e q = -21, a = 21 e q = -17, a = 51 e q = -7, a = 119 e q = -3. 


2.3.3 Sobre nosso sistema de numeração 


Como é bem conhecido, nosso sistema de numeração, o mesmo usado hoje praticamente 
em todo o mundo civilizado, é decimal posicional. Decimal significa, em resumo, que, para 
escrever todos os números, bastam dez algarismos ou dígitos, que cada dez unidades de uma 
dada espécie constituem uma unidade da espécie imediatamente superior, unidade esta que, 
para efeito de numeração, toma o lugar das dez que a formaram. Dez unidades simples cons- 
tituem uma dezena, dez dezenas uma centena, e assim por diante. Posicional significa, entre 
outras coisas, que os números são escritos na forma de sequências finitas dos dez algaris- 
mos, cuja grafia modernamente é 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, e que o valor de um algarismo na 
sequência depende de sua posição, conforme ilustra o exemplo que segue. Em 234, o valor 
de 4 é efetivamente 4 unidades, o de 3 é 3 »- 10 = 30 e o de 2 é 2 »- 10? = 200. Na verdade, 
234=4+3.10+2.10?. 

Obviamente, a adoção desse sistema pressupõe que se possa fazer com qualquer nú- 
mero positivo o mesmo que se fez com o número do exemplo. Aliás, o objetivo principal deste 
tópico é dar uma ideia do porquê disso. Na verdade, como poderemos observar, ainda que de 
passagem, é possível construir um sistema de numeração posicional tomando como base 
qualquer número natural b > 2. 

No curso da história, os sistemas posicionais plenos representam o ponto alto de um 
longo desenvolvimento. Mas certamente há bem mais de quatro milênios, os babilônios já 
tinham introduzido um sistema de numeração posicional, embora incompleto. Na verdade 
esse povo, por razões difíceis de explicar, criou um sistema de numeração misto muito avan- 
çado para a época. Até o número 59 era decimal aditivo, com apenas um símbolo para a uni- 
dade e um para a dezena. A fim de formar o numeral desejado, esses símbolos eram 
“adicionados” convenientemente - por exemplo, o símbolo do 10 ao lado do símbolo do 1 
formava o símbolo do 11. A partir do número 60 era sexagesimal (de base 60) posicional, 
mas incompleto, uma vez que não utilizava 60 símbolos, mas tão somente os mesmos dois já 
referidos e, num período final, um símbolo para o zero (mas mesmo assim só no interior de 
um numeral, não no fim). 
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Por exemplo, o símbolo < Y podia indicar o 11 ou 1 + 10 - 60 = 601, ou mesmo outros 
números, dependendo do contexto ou até da proximidade dos símbolos. 

O primeiro sistema de numeração decimal posicional surgiu na China, por volta do sé- 
culo XV a.C. Ele tinha, porém, características diferentes do nosso e, mesmo tendo evoluído ao 
longo do tempo, só há registro do uso de um símbolo para o zero, um pequeno círculo, no 
século XIII. Essa pode ser uma das razões pelas quais comumente se atribuem aos hindus a 
paternidade de nosso sistema de numeração. De fato, o mais tardar no século IX, os hindus já 
tinham desenvolvido um sistema de numeração posicional decimal completo, essencial- 
mente igual ao nosso, pois o persa Muhamed al-Khowarizmi, um dos grandes sábios da cul- 
tura árabe, descreveu-o numa obra que data aproximadamente do ano 825, atribuindo-o aos 
hindus. Embora al-Khowarizmi só tivesse explicitado os símbolos dos algarismos de 1 a 9, fez 
uso do zero em seu trabalho. Um pequeno círculo que figura numa inscrição hindu do ano 
878 parece ter sido o primeiro sinal usado para o zero na história de nosso sistema de nume- 
ração. O fato de este ser chamado comumente de indo-arábico deriva de o povo árabe ser o 
responsável por sua disseminação no Ocidente, na esteira da expansão de seus domínios 
territoriais, depois de o haver assimilado na Índia, uma de suas primeiras conquistas. 

Na verdade, o que dá sustentação matemática ao uso de um sistema de numeração po- 
sicional é um teorema que enunciaremos a seguir para a base 10, mas que pode ser esten- 
dido, como se perceberá, para qualquer base (naturalmente > 2). Diga-se de passagem, 
porém, que os hindus não tinham um conhecimento da teoria que envolvia o sistema de 
numeração que criaram e, se deram esse grande passo no desenvolvimento da matemática, 
foi unicamente com base no empirismo e na engenhosidade de seus matemáticos. 

“Qualquer que seja o número natural N, é possível encontrar uma única sequência 


ay 4p -.., 4, de números naturais, com 0 <a,<9 (i=1,2,...,r), tal que 


0 
N=a +a, :10+a,-10°+..+a_ - 10”, 


Esse resultado é uma decorrência do algoritmo euclidiano, e vamos fazer um esboço de 
justificação supondo N > 10 (o caso N < 10 é imediato). De fato, aplicando esse algoritmo 
para o número N como dividendo e 10 como divisor, obtemos: 


N=10-q+r,emque0<r<9. (1) 
Se 0 < q < 9, justificação encerrada, pois a igualdade 
N=r+q:10 


está de acordo com o enunciado, uma vez que 0 < q,r < 9. 
Se q > 9, aplica-se novamente o algoritmo, agora com q como dividendo e 10 como 
divisor: 


q=10-q,+r,emque0<r <9. 
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Desta última igualdade e de (1), segue que 
N=10(10g,+r)+r=r+r,-10+q,-10? 
Se 0 <q, < 9, justificação encerrada, pois 0 < r, r, q, < 9. Caso contrário, usa-se o algo- 
ritmo para q, e 10. Prosseguindo nesse raciocínio, chegamos a uma expressão do tipo da que 
foi dada para N no enunciado. A questão da unicidade, embora também essencial, não será 


focalizada aqui. 
O fato de um número N poder ser expresso, univocamente, por uma expressão polinomial, 


N=a,+a,:10+a,-10?+..+a + 107, 


permite que se represente esse número pela sequência 


naturalmente subentendida a base dez. Por exemplo, o número N=5-10º+3-102+9 (nove 
unidades, três centenas e cinco milhares) é representado por 


5 309, 


em que o 0 indica a ausência de dezenas. 


3. Sejam m en inteiros ímpares. Prove que: 
a) 4| (Qm- 2n); 
b) 8|(m?-n?); : 
c) 8|(m?+nº-2). 


4. Mostre que entre dois números pares consecutivos um é divisível por 4. 


5. Mostre que a diferença entre os quadrados de dois inteiros consecutivos é sempre um 
número ímpar. E a diferença entre os cubos de dois inteiros consecutivos? : 


6. Demonstre por indução que: 
a) 7|(2™-1) (n> 0); 
b) 8 |(3” +7) (n> 0); 
o pre) m>; 
da) 7| (31422) (n>1); 
e) 17 | (3% + 2-431) (n>0). 


7. Prove que: 


a) um dos inteiros a, a + 2, a + 4 é divisível por 3; 

b) um dos inteiros a, a + 1,a + 2, a + 3 é divisível por 4. : 
8. Prove que o produto de dois números inteiros é ímpar se, e somente se, ambos os : 

números são ímpares. : 
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9. Prove que, quaisquer que sejam os inteiros a e b, a expressão a + b + a? + b? representa 
um número par. 


10. Na divisão euclidiana de 802 por a, o quociente é 14. Determine os valores possíveis 
de a e do resto. 


11. É possível encontrar dois inteiros múltiplos de 5 tais que o resto da divisão euclidiana 
de um pelo outro seja 13? Justifique a resposta. 


12. Quantos números naturais entre 1 e 1 000 são divisíveis por 9? Justifique a resposta. 


13. Seja m um inteiro cujo resto da divisão por 6 é 5. Mostre que o resto da divisão de m 
por 3 é 2. 
Resolução: Por hipótese, m = 6q + 5. Seja r o resto da divisão de m por 3 (portanto 
m=3q'+r). Então r = 0, 1 ou 2. Basta mostrar que as duas primeiras alternativas 
são impossíveis. De fato, ser = 0, teríamos m = 6q + 5 = 3q’. Daí, 3 - (q - 29) = 5, 
igualdade esta que teria como consequência o seguinte absurdo: 3 | 5. Logo, o resto 
não pode ser 0. Analogamente se demonstra que não pode ser 1. Portanto, r = 2. 


14. Se o resto na divisão euclidiana de um inteiro m por 8 é 5, qual é o resto da divisão de 
m por 4? 


15. Se m é um inteiro ímpar, mostre que o resto da divisão de m? por 4 é 1. 


EEE EEE EEE EEE EEE) 
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2.4 MÁXIMO DIVISOR COMUM 


Consideremos, a título de ilustração, os inteiros 4 e 6. Os divisores de 4 são os elementos 
do conjunto D(4) = (+1, +2, +4} e os de 6 os do conjunto D(6) = (+1, +2, +3, +6}. Os divisores 
comuns são os elementos da interseção desses dois conjuntos: 


D(4) N D(6) = {+1, +2} 


O maior elemento dessa interseção, ou seja, o número 2, é o máximo divisor comum de 4 e 6. 

Essa forma de introduzir o máximo divisor comum, embora muito interessante sob o 
ponto de vista didático, principalmente nos níveis elementares, não é a mais conveniente 
para os objetivos deste trabalho. Por isso a definição que segue (equivalente, é óbvio, à que 
foi esboçada acima em termos de conjuntos de divisores). 


Definição 1 - Sejam a e b dois números inteiros. Um elemento d € Z se diz máximo 
divisor comum de a e b se cumpre as seguintes condições: 


+ d >00; 

e dlaed|b; 

e sed éum inteiro tal que d' |aed'|b, então d' | d (ou seja, todo divisor comum a a e 
b também é divisor de d). 
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A definição de máximo divisor comum pode ser estendida de maneira natural para n 
números inteiros a, q, ...,a, (n > 2). 


Exemplo 8 É fácil comprovar que, no caso em que a = 4 e b= 6, o número 2 é o único inteiro que 


passa pelo crivo das condições da definição dada. No caso de (iii), por exemplo, os divisores comuns 
a 4 e 6 são +1, +2, todos divisores de 2. 


Seguem algumas propriedades imediatas do conceito de máximo divisor comum. 
e Seded, são máximos divisores comuns de a e b, então d = d.. 


De fato, devido à definição, d | d e d, | d. Como se trata de números inteiros positivos, 
isso só é possível se d = d,. Fica garantido, então, que um dado par de inteiros não pode ter 
mais de um máximo divisor comum. 


e O número 0 é o máximo divisor comum de a = 0 e b = 0. É só lembrar da definição. 
e Qualquer que seja a + 0, |a| é o máximo divisor comum de a e 0. 


De fato. Primeiro, |a| é positivo. Depois, |a| divide 0, porque todo inteiro é divisor de 
0, como já vimos, e |a| divide a, pois a = | a |(+1). Finalmente, se c divide |a| e c | 0, então 
cla, poisa= |a |(+1). 


e Se d é máximo divisor comum de a e b, então d também é máximo divisor comum de 
-a e b,a e -b e -a e -b. Basta lembrar que todo divisor de x é divisor de -x, e vice-versa. 


Obviamente, a definição de máximo divisor comum de dois números inteiros não ga- 
rante por si só sua existência. A intuição nos diz que isso é verdade, mas, a rigor, é preciso 
demonstrar que é, o que faremos a seguir. A demonstração que daremos se justifica princi- 
palmente porque garante a possibilidade de exprimir de maneira aritmética o máximo divi- 
sor comum de a e b como uma soma que envolve esses elementos. 


Proposição 1 - Para quaisquer inteiros a e b, existem inteiros x, e y, tais que d = ax, + by, 
é o máximo divisor comum de a e b. 


Demonstração - Levando em conta a última propriedade imediata relacionada acima, podemos 
nos ater ao caso em a > 0 eb > 0. 

Consideremos o conjunto L = { ax + by | x, y E Z}. L possui elementos estritamente positivos, 
por exemplo, a + b, obtido ao se fazer x = y = 1. Seja d o menor entre todos os elementos estrita- 
mente positivos de L. Portanto, d = ax, + by, para convenientes elementos x,, Y, E Z. Mostremos 
que d é o máximo divisor comum de a e b. 

De fato. 

* Obviamente d > 0. 

* Apliquemos o algoritmo euclidiano a a e d, o que é possível, pois d > 0: 

a = dq + r (0 < r < d). Mas, como já vimos, d = ax, + by, e, então: 
a= (ax, +by)q+r. 
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Daí, por transposições algébricas convenientes, 


r =a(1 - qx,) +b(- qy,), 
o que mostra que r é um elemento de L. Então, r não pode ser estritamente positivo, pois é menor 
que d (= mínimo de L). Logo, r = 0 e, portanto, a = dq. Ou seja: d | a. 
De maneira análoga se demonstra que d | b. 


* Sed |a ed |b, então d' | d, uma vez que d = ax, + by,. 


Nesta altura já mostramos que todo par de inteiros tem um máximo divisor comum e 
que este é único. A notação que usaremos para exprimir o máximo divisor comum d de a e b 
é d = mdc(a, b). Vale salientar ainda que esse máximo divisor comum pode ser expresso por 
uma igualdade que envolve a e b: d = ax, + by, em que x, ey, são convenientes inteiros, como 
vimos. Na verdade, sempre há uma infinidade de pares de inteiros x, y E Z para os quais 
d = ax + by. Cada uma dessas relações será chamada de identidade de Bezout para a, b e d. 

A proposição anterior tem muitas vantagens, mas a desvantagem de não ser construtiva. 
Entretanto, esse problema pode ser superado, e a chave para isso é o algoritmo euclidiano. 
O método de divisões sucessivas para a determinação do máximo divisor comum de dois intei- 
ros, que explicaremos a seguir, é o mesmo usado por Euclides há mais de dois milênios e 
ainda ensinado no ensino básico. Para tanto, precisaremos de dois lemas fáceis de provar. 
Sem prejuízo da generalidade, podemos nos ater a números inteiros estritamente positivos. 


Lema 1 - Se a | b , então mdc(a, b) = a. 


Demonstração - Primeiro a é estritamente positivo por hipótese. Depois a | a e a | b (hipótese). 
E se d’ | a e d’ | b, e claro que d”| a. 


Lema 2 - Se a = bq + r, então d = mdc(a, b) se, e somente se, d = mdc(b, r). 


Demonstração - Suponhamos d = mdc(a, b) e provemos que d = mdc(b, r). Primeiro, d > 0, por 
hipótese. Depois, como d | a e d | b, então d | b e d | (a - bq). Ou seja, d | b e d | r. Por último, se ď’ | b 
ed'|r então ď’ | b e ď’ | (bq + r), ou seja, d’ | b e d”| a; mas, como d = mdc(a, b), então d” | d. 
A demonstração da recíproca segue a mesma linha de raciocínio. 


2.4.1 Método das divisões sucessivas 


O objetivo é encontrar o máximo divisor comum de dois inteiros, a e b (que podemos 
supor estritamente positivos), por meio de aplicações sucessivas do algoritmo euclidiano. 
Primeiro, aplica-se para a e b, depois para b e o primeiro resto parcial, e assim por diante. 
Ou seja: 
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a=bq,+r, (0 <r, <b); 
b=rq,+r, (r,<r); 
r=rq tr, (r,<r,) 


É claro que, se acontecer de r, ser nulo, então b = mdc(a, b), devido ao lema 1, e o pro- 
cesso termina na primeira etapa. Se r, + 0, passa-se à segunda e raciocina-se da mesma ma- 
neira com relação a r,. Se r, = 0, então r, = mdc(b, r,), devido ao lema 1; mas, devido ao lema 2, 
mdc(b, r,) = mdc(a, b); das duas conclusões obtidas, segue que r, = mdc(a, b). E assim por diante. 

Ocorre que, como b > r, >r, >.. > 0, então para algum índice n teremos com certeza 
r, = 0. De fato, se todos os elementos de tr, r,, a ..} fossem não nulos, então esse conjunto, 


que é limitado inferiormente, não teria mínimo, o que é impossível. Assim, para o índice n 
referido: 


n-2 = Fa E q, + Ti (0 < Ta < Fa 
Fei = lg ` Imr 
Portanto, em virtude dos lemas demonstrados: 
r, = mdc(r ,r,))=mdce(r, ,r,,)=...=mdc(b, r,) = mdc(a, b). 


Determinar, pelo processo das divisões sucessivas, mdc(41, 12). Devido ao papel 
especial que têm, sublinharemos o dividendo, o divisor e o resto em cada etapa do processo. 


4 =12:3+5 


12=5.2+2 
5=2:2+1 (2) 
2=1:2 


Portanto, mdc(41,12) = 1. 


Usualmente, porém, procede-se da seguinte maneira: 


O processo das divisões sucessivas também serve para determinar os inteiros x, y, tais 
que ax, + by, = d, em que d= mdc (a, b). Vamos ilustrar o procedimento para a=41 e b= 12. Para isso, 
aproveitaremos as divisões sucessivas já feitas em (2). Começaremos pela penúltima igualdade, aquela 
em que o máximo divisor comum figura como resto, pondo 1 em função de 5 e 2, por meio de transpo- 
sições algébricas. Na igualdade obtida, substituímos 2 em função de 12 e 5 e continuamos com o pro- 
cesso até obter o máximo divisor comum, 1, em função de 41 e 12. Vejamos como: 


1=5-2:2=5-(12-5.2).2=5-5+12-(-2)= 
= ee + 12- CJSM sd 12: G 


Então um par de valores para x, e y, tal que 41x, + 12y, = 1 é (5, -17). 
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2.4.2 Números primos entre si 


Dois inteiros a e b dizem-se primos entre si se mdc(a, b) = 1. Por exemplo, os números 41 
e 12 são primos entre si, uma vez que, como já vimos na página anterior, mdc(41, 12) = 1. 


Proposição 2 - Para que os inteiros a e b sejam primos entre si, é necessário e suficiente 
que existam x,,y, E Z tais que ax, + by, = 1. 


Demonstração - Se a e b são primos entre si, então a proposição 1 garante a existência do par de 
elementos x,, Y, conforme o enunciado. 

Reciprocamente, suponhamos que existam x,, y, E Z tais que ax, + by, = 1. Então, qualquer 
divisor de a e b é também divisor de 1. Logo, os únicos divisores comuns aos elementos a e b são 
+1 e -1. De onde o máximo divisor comum de a e b é 1. 


| Exemplo 11 gg Mostremos que dois números inteiros consecutivos são primos entre si. Sejam ne n + 1 
os números. Se a | ne a| n+ 1, então a | [(n + 1) - n], ou seja, a | 1. Logo, a = +1, quer dizer, os únicos 
divisores comuns a nen + 1 são 1e-1.De onde mdc(n, n+ 1)=1. 


Outra maneira de chegar a essa conclusão é observar que vale a seguinte identidade de Bezout para os 
números considerados: (n+ D)-1+nC-D=1. 


Corolário - Se a e b são inteiros não simultaneamente nulos e se d = mdc(a, b), então 
mdc(a/d, b/d) = 1. 


Demonstração - É só trabalhar com uma identidade de Bezout para a e b. Como d = mdc(a, b), 
então existem inteiros x, e y, tais que ax, + by, = d. Daí (dividindo ambos os membros por d): 


(a/d)x, + (b/b)y, = 1. 


Então, por causa da proposição, a/d e b/d são primos entre si. 


Proposição 3 - Se a e b são inteiros primos entre sie a | bc, então a | c. 


Demonstração - Devido à proposição anterior, ax, + by, = 1, para convenientes inteiros x, e y, 
Multiplicando-se os dois membros dessa igualdade por c: 


(ac)x, + (bc)y, = c. 


Como a divide a, então a divide (ac)x,; e, como a divide bc (por hipótese), então divide (bc)y,- 
Logo, a divide a soma (ac)x, + (bc)y, Ou seja, a divide c, como queríamos provar. 
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Proposição 4 - Sejam a e b inteiros primos entre si. Se a | c e b | c, então ab | c. 


Demonstração - Consideremos uma identidade de Bezout para a e b: 


ax, + by, = 1. 
Multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por c: 
(ac)x, + (bc)y, = c. 


Como a | a e b | c, então ab | ace, portanto, ab | (ac)x,; de maneira análoga, demonstra-se que 


ab | (bc)y,. Logo, ab | [(ac)x, + (bc)y,], ou seja, ab | c. 


16. 


17. 


18 


19 


20. 
21. 


22. 


23. 


ccccccecesesess. 


Encontre o máximo divisor dos pares de números que seguem e, para cada caso, dê 
uma identidade de Bezout. 

a) 20 e74. 

b) 68 e 120. 

c) 42 e -96. 


O máximo divisor comum de dois números é 48 e o maior deles é 384. Encontre o outro 
número. 


O máximo divisor comum de dois números é 20. Para se chegar a esse resultado pelo 
processo das divisões sucessivas, os quocientes encontrados foram, pela ordem, 2, 1, 3 
e 2. Encontre os dois números. 

a) Prove que mdc(a, mdc(b, c)) = mdc(a, b, c). 

b) Use esse fato para encontrar o máximo divisor comum de 46, 64 e 124. 
Resolução: a) Seja d = mdc(a, b, c) e provemos que d = mdc(a, mdc(b, c)). (i) d > 0, 
pela definição de máximo divisor comum. (ii) Como d | a, d | b e d | c, por hipótese, 
então d | a e d | mdc(b, c), visto que todo divisor de b e c é divisor do máximo divi- 
sor comum desses números. (iii) Seja d’ um divisor de a e de mdc(b, c); então d” | a, 
d'|bed"|ce, portanto, divide o máximo divisor comum desses números, ou seja, 
divide d. 

b) Fica proposto. 


Prove que mdc(n, 2n + 1) = 1, qualquer que seja o inteiro n. 

Sejam a e b números inteiros tais que mdc(a, a +b) = 1. Prove que mdc(a, b) = 1. O recíproco 
desse resultado também é verdadeiro. Enuncie-o e demonstre-o. Sugestão: Para a pri- 
meira parte, tome um divisor de c de a e b e mostre que ele também é divisor de a e a + b. 
Demonstre que, sea | c, b | ce mdc(a, b) = d, então ab | cd. 

Sugestão: Use a identidade de Bezout para a, b e d. 

Se a e b são inteiros primos entre si, demonstre que mdc(2a+b, a+2b) = 1 ou 3. 


DO COCO LOCO LCCOCCLCCOLCLOLCLOCOLCLOLCCO LC OLEO ce ses ses ess. 


Cocos ecoso cocos Coser oconeco socorro conosco. 


CO CO Co OCO Cocos Le CL o coro sescce socos... 
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2.5 NÚMEROS PRIMOS 


Um número inteiro a + 0, + 1 tem pelo menos quatro divisores: + 1 e +a. Estes são os 
divisores triviais de a. Alguns números diferentes de 0 e +1 só têm os divisores triviais - são 
os chamados números primos. Por exemplo, o número 2 é primo, pois seus únicos divisores 
são + 1 e + 2. Um número inteiro diferente de 0 e + 1 e que tem divisores não triviais é cha- 
mado número composto. O 6, por exemplo, cujos divisores são + 1,+2,+3e+6. 


Definição 2 - Um número inteiro p é chamado número primo se as seguintes condições 
se verificam: 


e p+0; 
e pl; 
e os únicos divisores de p são +1, tp. 


Um número inteiro a + 0, + 1 é chamado número composto se tem outros divisores, além 
dos triviais. 


Lema 3 (lema de Euclides) - Sejam a, b, p E Z. Se p é primo e p | ab, então p | a ou p | b. 


Demonstração - Suponhamos que p não seja um divisor de a. Logo, -p também não é divisor de a. 
Como os divisores de p são apenas +1 e +p, então os divisores comuns a p e a são apenas +1. Daí, 
mdc(p, a) = 1 e, portanto, existem x, y, E Z tais que 


px, +ay,=1. 
Multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por b, obtém-se: 


p(bx,) + (ab)y, = b. 


Como p | p e p | ab (hipótese), então p | [p(bx,) + (ab)y,], ou seja, p | b. Analogamente se mostra 
que, se p não divide b, então divide a. 


Lema 4 - Seja a + 0, +1 um inteiro. Então, o conjunto L = {x E Z | x > 1 ex é divisor de a} 
possui um mínimo e esse mínimo é um número primo. 


Demonstração - O conjunto L não é vazio, pois a e -a são divisores de a e um desses números é 
necessariamente maior que 1. Então, pelo princípio do menor número inteiro, L possui mínimo, o 
qual será denotado por p. Se p não fosse primo, então seria composto (já que é maior que 1), teria 
um divisor não trivial q e, portanto, também -q seria divisor de p. Resumindo: p teria um divisor q, 
tal que 1 < q, < p (q, = q ou q, = -q). Juntando as conclusões: p | a e q, | p, do que segue que q, | a e, 
portanto, q, E L. Absurdo, já que p é o mínimo de Le 1 < q, < p. 
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Proposição 5 (teorema fundamental da aritmética) - Seja a > 1 um número inteiro. 
Então, ou a é primo ou é possível expressar a como um produto a =p, P,- P„ €m quer > 1 
e€ Pp DP, - p, São números primos positivos. Além disso, se a = q,4,...], em que q, q, --., q, são 
também números primos positivos, então s = r e cada p, é igual a um dos q; 


Demonstração - Para demonstrar a possibilidade da decomposição, a rigor se deveria raciocinar 
por indução. Mas nossa explicação será meio informal. Devido ao lema 4, a tem um divisor primo 
positivo p,. Logo, a = p,q, para um conveniente q, E Z. Como a e p, são estritamente positivos, o 
mesmo acontece com q,, que, ademais, é menor que a (é um fator positivo de a). Se q, = 1, demons- 
tração concluída: a = p, é primo positivo. Se q, > 1, repete-se o raciocínio com este número: toma-se 
um divisor primo positivo p, de q, o que é garantido pelo lema 4, e, portanto, q, = p,q, para um 
conveniente inteiro positivo q, (q, <q,). Nesta altura: a = p p,q, em que p, e p, são primos e q, > 1. 
Agora repete-se o raciocínio com q, e assim por diante. Como a > q, > q, >... > 1, em alguma etapa 
desse procedimento se terá q, = 1 e, então, a = p,p,...p,, como queríamos provar. 

Também aqui não nos preocuparemos com o rigor formal. Suponhamos p, P,- P, = 4p 43 = qy 
nas condições enunciadas. Então p,, por exemplo, divide o segundo membro e, portanto, devido ao 
lema 3, divide um dos fatores. Digamos que p, | q,. Como q, é primo e seu único divisor primo 
positivo é ele mesmo, então p, = q,. Assim, pode-se cancelar p, na igualdade da hipótese, obtendo- 
-S€ PD, PD; P, = qy q3- q, Repete-se o raciocínio, o que permitirá cancelar um fator do primeiro 
membro com um igual a ele do segundo. E assim por diante. Como, evidentemente, não se pode 


chegar a situação do tipo p., P p,= 1 (pois isso significaria que os números primos do pri- 


ESA 


meiro membro seriam divisores de 1, o que é impossível), então r = s e cada fator do primeiro 
membro é igual a um do segundo. 


Convém frisar que a demonstração da possibilidade da decomposição é construtiva, 
como se pôde observar. Mais: a ideia dessa demonstração é usada no algoritmo prático com 
o qual normalmente se aprende na escola a decomposição em fatores primos. De fato, supo- 
nhamos que se queira decompor em fatores primos o número 60. O algoritmo usado começa, 
como ocorre na demonstração, considerando-se o menor divisor primo de 60, que no caso é 2. 
Depois se considera, também como na demonstração, o menor divisor primo do quociente, 
que no caso novamente é 2, e assim por diante. O algoritmo prático costuma ser ensinado da 
maneira que segue: 


60 | 2 

30 | 2 

15.13 
5 |5 
1 


Portanto, 60=2-2.3.5=22.3.5. 
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2.5.1 Sobre a decomposição em fatores primos 


A proposição anterior, dada sua importância, merece alguns comentários e especifica- 
ções. Na decomposição de um inteiro estritamente positivo a em fatores primos positivos, 
conforme o teorema, pode ocorrer de um fator se repetir algumas vezes. Nesse caso podem- 
-se reunir esses fatores repetidos numa só potência, mediante a notação exponencial. Supondo 
que os fatores primos distintos sejam p, <p,<.. <p, (m > 1) e que eles apareçam respecti- 
vamente Q, «&,, ..., Q „ vezes (q, > 1, i= 1, 2, ..., m), a decomposição poderá ser escrita assim: 


a=pr pr ape 


Essa decomposição, com os fatores primos em ordem crescente, será tratada como de- 
composição canônica de a em fatores primos. 

Mas muitas vezes lida-se numa mesma questão com dois ou mais inteiros estritamente 
positivos. Quando isso acontece, pode ser conveniente ampliar a ideia de decomposição ca- 
nônica para que em todas as decomposições figurem os mesmo fatores primos. Isso é sempre 
possível recorrendo-se ao uso do expoente nulo. Assim, se um fator primo aparece na pri- 
meira decomposição com expoente não nulo e não aparece explicitamente na segunda, nós 
o inserimos nesta com expoente igual a 0. Com essa convenção, supondo que os inteiros se- 
jam a e b, podemos escrevê-los assim: 


a=př p}? ..p™ e b=pħ pf ..p? (a,p > 0). (3) 
Por exemplo, os números 28 e 300 podem ser representados da seguinte forma: 
28 = 2%: 3"-5°:7 e 300 =2 3-5 7. 


Através desse expediente pode-se construir o máximo divisor comum de dois elementos 
estritamente positivos (e, por consequência, de qualquer par de inteiros + +0, +1). De fato, 
supondo-se que esses elementos sejam a e b e que sejam dados por (3), então o elemento 


d= pò pè ps př, 
em que ô, = min{a, PB} é o máximo divisor comum de a e b. 
De fato, obviamente d é positivo; além disso, como ô, < œ, e &, < B, então d | a e d | b; 
por último, se ď’ € Z e ď’ | a e ď’ | b, então 
d= p, ™ p,?.-p," 


com Y, < &, e y, < B, portanto, y, < min{a, B) = 8, De onde d’ | d. 
Por exemplo, se a = 28 e b = 300, como 


28= 23 D-7 é 300=27:3=57 7, 


então 
mdc(28, 300) = 22 + 3º.5º.70=4, 
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CENS Através da decomposição canônica 


a= Pp, ppº2. i Pon 


pode-se obter uma fórmula para o número de divisores de a. De fato, um número positivo b é divisor de 
a se, e somente se, 


b= ph pt2. Pa™, 


em que 0 < ß,< a, (= 0, 1, 2, ..., m). Como para cada expoente na decomposição de b há q, + 1 pos- 
sibilidades a fim de que b divida a, então o número de divisores positivos de a é 


(a, + Da, + Diisi (a, + 1): 


Por exemplo, o número de divisores positivos de 300 = 2° - 3 - 5> e 3 - 2 - 3 = 18. 


.... 


24. 


25. 


26. 


27. 
28. 


29. 


30. 


cocoseccssesoos 


Decomponha em fatores primos 234, 456 e 780. 


Ache o máximo divisor comum dos seguintes pares de números através da decompo- 
sição destes números em fatores primos: 

a) 234 e 456; 

b) 456 e 780; 

c) 200 e 480. 


Determine todos os números primos que podem ser expressos na forma nº - 1. 
Sugestão: Suponha p = n? - 1 um número primo e fatore o segundo membro dessa 
igualdade. 


Se n é um inteiro e nº - 1 é primo, prove que n = 2 ou n = -1. 


Em 1742, o russo Christian Goldbach formulou a seguinte conjectura (conhecida como 
conjectura de Goldbach): “Todo inteiro par maior que 2 é igual à soma de dois números 
primos positivos”. Por exemplo: 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3,8 = 3 + 5, 10 = 3 + 7 etc. Até hoje 
continua em aberto a questão referente à veracidade, ou não, dessa proposição. Admi- 
tindo a conjectura de Goldbach, prove que todo inteiro maior que 5 é soma de três núme- 
ros primos. Por exemplo: 6 = 2 + 2 +2,7 =2 +2 +3,8 =2 +3 +3 etc. 

Sugestão: Devido à conjectura, se n > 3, 2n - 2 = p + q (p e q primos). Portanto, 
2n =p +q + 2 (soma de três números primos). 


Ache o menor número inteiro n > 0 para o qual a expressão h(n) = n? + n + 17 é um 
número composto. 


Se n? + 2 é um número primo, prove que n é múltiplo de 3 ou n = 1. 

Sugestão: Há três possibilidades de expressar um número inteiro n: n = 3q, n = 3q + 1, 
n = 3q + 2, conforme o resto da divisão de n por 3 seja 0, 1 ou 2. Mostre que as duas 
últimas são impossíveis, no caso. 


CEEE EEE EEE EEE EEE ESSES EEE 


Decos co socos oco secos... 
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31. Qual é o menor número inteiro positivo que tem 15 divisores? 
Sugestão: se a = pf“ p?2... p% é a decomposição do número procurado em fatores primos, 
então 15 = (a, + 1)(o, + 1)... (a, + 1). Observe que só há duas maneiras (salvo quanto 
à ordem) de decompor 15 em fatores inteiros positivos. 


32. Demonstre que o conjunto dos números primos positivos é infinito. 

À primeira demonstração conhecida desse resultado, aliás a mesma que esboçaremos 
a seguir, foi dada por Euclides em seus Elementos. 

Esboço da demonstração: Suponha que esse conjunto fosse finito: digamos que seus 
elementos fossem p,, p,, ... p, Construa o número p =p, p,...p, + 1. Esse número não é 
nenhum dos p, (por quê?). Logo, é composto (por quê?). Então é divisível por um dos 
p, (1 < i < n) (por quê?). Segue, então, que p | 1 (por quê?). Esse absurdo (por quê?) 
garante a infinitude do conjunto dos primos. 


EEE EEE EEE) 
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2.6 EQUAÇÕES DIOFANTINAS LINEARES 


Retomando o final do Capítulo 1, Diofanto de Alexandria viveu provavelmente no sé- 
culo III d.C. De sua produção matemática conhecem-se apenas os fragmentos de uma obra 
que trata de números poligonais e a extremamente original e criativa Arithmetica, graças à 
qual ele é às vezes considerado o “pai da álgebra”. Da Arithmetica restam seis livros em grego 
e quatro em árabe, estes últimos descobertos recentemente (segundo o prefácio da obra, o 
número total de livros seria 13). Trata-se de uma coletânea de problemas, para a resolução 
dos quais Diofanto usava, em vez de métodos gerais, engenhosos artifícios algébricos. Com 
isso a obra se distingue radicalmente da matemática grega clássica (de Euclides, por exem- 
plo), cujas raízes estavam fincadas na geometria e no método dedutivo. 

Devido à Arithmetica, hoje são chamadas equações diofantinas todas as equações poli- 
nomiais (não importa o número de incógnitas) com coeficientes inteiros, sempre que seu 
estudo seja feito tomando como universo das variáveis o conjunto dos números inteiros. Isso 
não obstante Diofanto só ter trabalhado com alguns poucos casos particulares dessas equa- 
ções e seu universo numérico ter sido o dos números racionais estritamente positivos. 

Aqui só estudaremos as equações diofantinas lineares em duas incógnitas. Ou seja, 
equações do tipo 


ax+by=c, (4) 


em que a e b são inteiros não nulos. Uma solução de (4) é, neste contexto, um par (x, Y,) de 
inteiros tais que a sentença 


ax, + by, =c, 


é verdadeira. Inicialmente deduziremos uma condição para que (4) tenha uma solução. 
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Proposição 6 - Uma equação diofantina linear ax + by = c tem solução se, e somente se, 
d = mdc(a, b) é um divisor de c. 


Demonstração - (>) Se (x, Y,) é uma solução, vale a igualdade 
ax, + by,=c 
Como d | a e d | b, então d | c, devido à propriedade (4, 2.3.1). 
(—) Como d = mdc(a, b), então, devido à proposição 1, existem x, Y, E Z tais que ax, + by, = d. Mas, 
por hipótese, d | c e, portanto, c = dq para algum inteiro q. De onde 
c= dq = (ax, + by,)q = a(x,q) + b,q), 


o que mostra que o par (x,q, Y,q) é solução da equação considerada. 
É importante observar que, se (xy Yo) é uma solução de ax + by = c, com a, b > 0, então (-x, Y,), 
(xy Vo) € (Xy -Y,) são soluções respectivamente de (-a)x + by = c, ax + (-b)y=ce (-a)x + (-b)y = c. 


Vamos encontrar uma solução da equação diofantina 26x + 31y= 2. Como mdc(26, 31) = 1, 
então a equação tem solução. Usaremos o método das divisões sucessivas para exprimir o máximo 
divisor de 26 e 31 por meio de uma identidade de Bezout: 


Assim: 


1=26-5-5=26-(81-26-1):5=26.6+31-(-5). Então, (x, Y) = (6, -5) e, portanto, o par 
(2 -6,2:(-5) = (12, -10) é uma solução da equação dada. 


Consequentemente (-12, -10), (12, 10) e (-12, 10) são soluções, respectivamente, de (-26)x + 31y = 2, 
26x - 31y = 2 e (-26)x + C31)=2. 


Proposição 7 - Se a equação diofantina ax + by = c tem uma solução (x,, y,), então tem 
infinitas soluções e o conjunto destas é 


S= (x + (bldt y, - (aldt | te Z}, 


em que d = mdc(a, b). 


Demonstração - Mostremos primeiro que todo par (x, + (b/d)t, y, - (a/d)t) é solução da equação 
considerada. De fato, 


a(x, + (b|d)t) + b(y, - (ald)t) = ax, + by, + [(ab - ba) /d]t = ax, + by, = c, 


pois (x, Y.) é solução, por hipótese. 
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De outra parte, seja (x, y’) uma solução genérica da equação. Então: 
ax + by’ = c = ax, + by, 
Daí: 
a(x -x,) = by, -y’). 


Mas, como d é divisor de a e de b, então a = dr e b = ds, para convenientes inteiros r e s, primos 
entre si. Logo, 


dr(x xN = ds(y, — 
e, portanto: 
r(x -x,) = s0, -y). 

Essa igualdade mostra que r divide s(y, - y’). Mas, como r e s são primos entre si, então r divide 

Y, -y (proposição 3). Logo: 
W EG 
para algum t € Z. Levando-se em conta que r = a/d, então 
y =y,- (a/d)t. 
Observando-se agora que, em consequência, 
ræ -x)=80,-Y) = srt 
obtém-se: 


x =x, + (b/d)t. 


É interessante e talvez surpreendente observar que o fato de uma equação diofan- 
tina ax + by = c ter infinitas soluções (quando tem uma) significa, geometricamente, que 
a reta de equação ax + by = c possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras 
do plano cartesiano. 


Vamos determinar todas as soluções da equação diofantina 43x + 5y = 250. Como 
mdc(43, 5) = 1, que obviamente divide 250, a equação tem soluções. É importante lembrar que, se (CASA) 
é uma solução de 43x + 5y = 1, então (250x,, 250y,) é solução da equação dada, como já vimos. 


Mas já vimos também como achar uma solução de 43x + 5y = 1 por divisões sucessivas. Da sucessão 
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segue que: 
1=8-2.1=8-(6-83-1)-1=3-2+5-(C)=(43-5-8)-2+5-(C0)=43-2+5-C17) 


e, portanto, uma solução de 43x + 5y = 1 é (2, -17). Logo, uma solução de 43x + 5y = 250 é (500, -4 250). 
De onde a solução geral da equação pode ser expressa por: 


(500 + 5% - 4 250 - 430, 


em que té uma variável no conjunto dos inteiros. 


Conforme observação ao fim da demonstração da proposição 7, a reta de equação 43x + 5y = 250 
possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras do plano cartesiano. 


33. Resolva as equações diofantinas lineares a seguir. 
a) 3x + 4y = 20. 
b) 5x-2y=2. 
c) 18x- 20y = -8. 
d) 24x + 138y = 18. 
34. Decomponha o número 100 em duas parcelas positivas tais que uma é múltiplo de 7 e 
a outra de 11. (Problema do matemático L. Euler [1707-1783].) 


35. Ache todos os números inteiros estritamente positivos com a seguinte propriedade: 
dão resto 6 quando divididos por 11 e resto 3 quando divididos por 7. 


36. O valor da entrada de um cinema é R$ 8,00 e da meia-entrada R$ 5,00. Qual é o menor 
número de pessoas que pode assistir a uma sessão de maneira que a bilheteria seja 
de R$ 500,00? (Em tempo: a capacidade desse cinema é suficiente para esse número 
de pessoas.) 

37. Ao entrar num bosque, alguns viajantes avistam 37 montes de maçã. Após serem reti- 
radas 17 frutas, o restante foi dividido igualmente entre 79 pessoas. Qual a parte de 
cada pessoa? (Problema de Mahaviracarya, matemático hindu.) 


EEE EEE 


2.7 CONGRUÊNCIAS 


O conceito de congruência, bem como a notação através da qual essa noção se tornou 
um dos instrumentos mais poderosos da teoria dos números, foi introduzido por Karl Frie- 
drich Gauss (1777-1855), em sua obra Disquisitiones arithmeticae (1801). 

Para dar uma ideia da noção de congruência, consideremos a seguinte questão, talvez 
ingênua mas ilustrativa: se hoje é sexta-feira, que dia da semana será daqui a 1520 dias? 
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Para organizar o raciocínio, indiquemos por 0 o dia de hoje (sexta-feira), por 1 o dia 
de amanhã (sábado), e assim por diante. A partir dessa escolha, pode-se construir o se- 
guinte quadro: 


sexta | sábado domingo segunda terça quarta quinta 
o | 1 2 3 4 5 6 
7 8 9 10 11 12 13 


Nossa questão agora se resume em saber em que coluna da tabela se encontra o número 


1520. Para isso basta observar que dois números da sequência 0, 1, 2, ... estão na mesma 
coluna se, e somente se, sua diferença é divisível por 7. Suponhamos que o número 1520 se 
encontre na coluna encabeçada pelo número a (0 < a < 6). Então, 


1520 -a=7q 
para algum inteiro positivo q. Daí: 
1520=7q+a (O<a<6). 


Ora, pela unicidade do resto na divisão euclidiana, segue dessa igualdade que a é o resto 
da divisão de 1520 por 7. Observando que 


1520 [7 
12. 217 
50 


1 


conclui-se que esse resto é 1 e que, portanto, 1520 está na segunda coluna. Logo, daqui a 
1520 dias será um sábado. 

Questões como essa, que envolve periodicidade, exigem uma aritmética diferente. O con- 
ceito de congruência, a ser dado a seguir, é a chave dessa aritmética. 


Definição 3 - Sejam a, b números inteiros quaisquer e m um inteiro estritamente posi- 
tivo. Diz-se que a é congruente a b módulo m se m | (a - b), isto é, se a - b = mq para um con- 
veniente inteiro q. Para indicar que a é congruente a b módulo m, usa-se a notação 


a = b (mod m). 


A relação assim definida sobre o conjunto Z chama-se congruência módulo m. Por 
exemplo, na tabela construída na abertura deste tópico, dois elementos quaisquer de uma 
mesma coluna são congruentes módulo 7. 
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Para indicar que a - b não é divisível por m, ou seja, que a não é congruente a b módulo 


m, escreve-se 


a É b (mod m). 


Seguem as propriedades básicas da congruência de inteiros: 


c1) 


C2) 


c3) 


c4) 


c5) 


a = a (mod m) (reflexividade) 
De fato, a - a = O é divisível por m. 


Se a = b (mod m), então b = a (mod m). (simetria) 
Se a = b (mod m), então m | (a - b), ou seja, a - b = mq para algum q. Daí b - a = 
m(-q) e, portanto, m | (b - a). De onde b = a (mod m). 


Se a = b (mod m) e b = c (mod m), então a = c (mod m). (transitividade) 
Por hipótese, m | (b - a) e m | (c - b). Logo, m | [(b- a) + (c - b)], ou seja, m | (c - a). 
Daí, m | (a - c) e, portanto, a = c (mod m). 


Se a = b (mod m) e 0 < b < m, então b é o resto da divisão euclidiana de a por m. 
Reciprocamente, se r é o resto da divisão de a por m, então a = r (mod m). 

De fato. Por hipótese, a - b = mq para algum inteiro q. Daí a = mq + b (0 < b < m). 
A conclusão decorre da unicidade do quociente e do resto no algoritmo euclidiano. 
A demonstração da recíproca é imediata. 


a = b (mod m) se, e somente se, a e b dão o mesmo resto na divisão euclidiana por m. 
(>) Por hipótese, a - b = mq, para algum inteiro q. Portanto: a = b + mg. 
Sejam q, e r o quociente e o resto da divisão euclidiana de a por m: 
a=mq,+r(0<r<m). 
Das duas últimas igualdades segue que 
b+mq=mq, +r 
e, então: 
b=m(q, -q) +r (0<r<m). 


Portanto, r é o resto da divisão de b por m. 
(—) Por hipótese, a e b dão o mesmo resto na divisão euclidiana por m: 


a=mq, +reb=mq,+r(O<r<m). 
Subtraindo-se membro a membro essas igualdades: 
a-b=m(q,-q,). 


De onde, a = b (mod m). 
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C6) 


C7) 


c8) 


c9) 


Todo conjunto formado por um único elemento de cada classe de equivalência 
módulo m é chamado sistema completo de restos módulo m. Obviamente, como o 
representante mais natural da classe r (0 < r < m) é o elemento r, então o conjunto 
{0, 1, 2, ..., m - 1} é o sistema completo de restos módulo m mais natural. Mas nem 
sempre é o mais conveniente. São também sistemas completos de restos módulo 
m, às vezes mais convenientes: 


[0.+1,22, ssa E mo | , Se m é ímpar; 


N 


CEE [2-1),2] , Se m é par. 


Para mostrar, por exemplo, que a congruência x? + 1 = 0 (mod 8) não tem solução, 
o uso deste último sistema facilita. De fato, como 


x=0,+1, +2, +3, 4 (mod 8), 


então x? = 0, 1, 4,9, 16 (mod 8) (porquê?). Mas 9 = 1 (mod 8) e 16 = 0 (mod 8). 
Portanto, x? = 0, 1, 4 (mod 8). De onde, x? + 1 = 1, 2, 5 (mod 8). 


a = b (mod m) se, e somente se, a + c = b + c (mod m). 

Por hipótese, a - b = mq, para algum inteiro q. Daí (a + c) - (b + c) = mq e, portanto, 
a +c = b +c (mod m). Para demonstrar a recíproca, é só inverter a ordem do 
raciocínio. 


a = b (mod m) e c = d (mod m), então a + c = b + d (mod m). 

De fato, como a = b (mod m), então a + c = b + c (mod m), devido à propriedade 
anterior. Pelo mesmo motivo, da hipótese c = d (mod m) segue que c + b = d + b 
(mod m). Devido à transitividade: a + c = b + d (mod m). 

Esta propriedade pode ser estendida, por indução, para r congruências: se a, = b, 
(mod m), a, = b, (mod m), ..., a, = b, (mod m), então: 


a, +a, +.. +a, =b, +b, +.. +b, (mod m). 


Em particular, se a, = a, = ... =a, =a e b, = b, =... = b, = b: 


ra = rb (mod m). 


Se a = b (mod m), então ac = bc (mod m). 

Por hipótese, a - b = mq. Daí, multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade 
por c: ac - bc = m(qc). De onde ac = bc (mod m). 

Se a = b (mod m) e c = d (mod m), então ac = bd (mod m). 

Como a = b (mod m), então, devido à propriedade anterior, ac = bc (mod m). Ana- 
logamente, de c = d (mod m) segue que bc = bd (mod m). Então, devido à transiti- 
vidade, ac = bd (mod m). 
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Esta propriedade pode ser generalizada, por indução, para r congruências: se 
a, = b, (mod m), a, = b, (mod m), ..., a, = b, (mod m), então: 


a aa = bb; eb. (mod m): 


Em particular, sea, = a, = ... =a, =a e b, =b,=..=b = b: 


a” = b' (mod m). 


CAA Mostrar que 10% - 1 é divisível por 11. 


Como 10 = -1 (mod 11), então, devido à propriedade anterior, 102º = (-1)2º (mod 11). Ou seja, 
102º = 1 (mod 11). Daí, pela definição de congruência, 102º - 1 é divisível por 11. 


Mostrar que, qualquer que seja o inteiro ímpar a, o resto da divisão de a? por 8 é 1. 
Os restos possíveis da divisão de a por 8 são 1,3, 5 ou 7. (Se, por exemplo, o resto fosse 2, então 
a=8q+2=2(4g+ 1) seria par, o que não é possível.) Veja: 

a=1,3,5 ou 7 (mod 8). 
Então 

a? = 1,9, 25 ou 49 (mod 8). 

Mas 9 = 1 (mod 8), 25 = 1 (mod 8) e 49 = 1 (mod 8). Daí: 

a? = 1, 1, 1, ou 1 (mod 8). 


Ou seja, a? = 1 (mod 8) qualquer que seja o inteiro ímpar a e, portanto, devido à propriedade C4, o resto 
da divisão de a? por 8 é 1. 


C10) Se ca = cb (mod m) e mdc(c, m) = d > 0, então a = b (mod m/d). 
Por hipótese, ca - cb = mq, ou c(a - b) = mq, para algum inteiro q. Daí, dividindo-se 
os dois membros dessa igualdade por d, o que é possível em Z, pois d é divisor de 
cem, 


(c/d)(a - b) = (m/d)q, 


o que mostra que m/d é divisor de (c/d)(a - b). Mas, por propriedade já vista, c/d 
e m/d são primos entre si. Logo, m/d divide a - b. Isso significa que 


a = b (mod m/d), 


como queríamos provar. 

Por exemplo, como 14 = 2 (mod 4) e mdc(2, 4) = 2, pode-se cancelar o 2 em cada 
um dos números que figuram na congruência, daí resultando que 7 = 1 (mod 2). 
Convém observar, porém, que o cancelamento puro e simples do primeiro e do 
segundo membros não vale de um modo geral, pois, voltando-se ao exemplo con- 
siderado, 14/2 = 7 não é congruente a 2/2 = 1 módulo 4. Mas há uma importante 
situação particular, expressa no corolário a seguir, em que o cancelamento vale. 
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Corolário - Se ca = cb (mod m) e mdc(c, m) = 1, então a = b (mod m). 
A demonstração é imediata. 


2.7.1 Critérios de divisibilidade 


Entre outras coisas, pode-se utilizar a congruência de inteiros para estabelecer critérios 
de divisibilidade. Para isso é preciso usar o fato (ver 2.3.3, deste capítulo) de que todo nú- 
mero inteiro N > 0 pode ser representado de uma única maneira como um polinômio 


N=a,+a,-10+a,:102+..+a,. 10”, (5) 
em que os coeficientes das potências de 10 estão sujeitos à seguinte limitação: 


0O<a,a,a,.,a<9. 


Udo Alado Ab 


Isso dá origem à seguinte notação sequencial para indicar o número: 


aa, 0,0,4,. 


A ideia, quando se quer estabelecer um critério de divisibilidade para o número m, é 
“reduzir a expressão (5) módulo m”. Isto é, descobrir uma expressão mais simples, em ter- 
mos dos dígitos a, a,,... a, à qual o polinômio de (5) é congruente, módulo m, e depois usar 
a propriedade C5. Vejamos alguns casos. 


2.7.1.1 Critério de divisibilidade por 2 


Como 10' = 0 (mod 2), para todo t > 1, então N = a, (mod 2). Logo, N e a, têm o mesmo 
resto na divisão por 2 e, em consequência, N é divisível por 2 se, e somente se, a, é divisível 
por 2. Ou seja, se a, é par. 


2.7.1.2 Critério de divisibilidade por 3 


Como 10 = 1 (mod 3), então 10? = 1 (mod 3),10º = 1 (mod 3), ..., 10" = 1 (mod 3). Então, 
a,*10=a, (mod 3), a, + 10? = a, (mod 3), a, + 10º = a, (mod 3), .. a+ 10" = a, (mod 3). 
Logo, devido às propriedades C1 e C7: 


N=a +a, :10+a,-10?°+..+a .10"=a +a +a, teta (mod 3). 


Portanto, N e a, + a, + a, + .. + a, têm o mesmo resto na divisão por 3. De onde, N é 
divisível por 3 se, e somente se, a, + a, + a, + ... + a é divisível por 3. Por exemplo, o resto da 
divisão de 34567 por 3 é o mesmo da divisão de 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 25 por 3, ou seja, é 1. 
E 34566 é divisível por 3, uma vez que 3 +4+5+6+6=240 é. 


2.7.1.3 Critério de divisibilidade por 4 


Para este caso cumpre observar que 10º = 0 (mod 4), 10º = 0 (mod 4), ..., 10" = 0 (mod 4). 
Portanto, a, + 10º = 0 (mod 4),a,+ 10º = 0 (mod 4), .. a + 10" = 0 (mod 4). De onde: 


N=a,+10a, (mod 4). 
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Mas a, + 10a, = a,a, é o número formado pelos dois últimos algarismos de N. Então, N 
ea,a, têm o mesmo resto na divisão por 4 e, em particular, N é divisível por 4 se, e somente 
se, a,a, O é. 

Por exemplo, o número 15 424 é divisível por 4 porque 24 é divisível por 4. 


2.7.1.4 Critério de divisibilidade por 5 


Um número é divisível por 5 se, e somente se, seu algarismo das unidades é 0 ou 5. 
A justificação fica como exercício. 


2.7.1.5 Critério de divisibilidade por 6 


Um número é divisível por 6 se, e somente se, é divisível por 2 e 3. Se é divisível por 6 
obviamente é divisível por 2 e por 3. Quanto à recíproca, é só levar em conta a proposição 4, 
uma vez que 2 e 3 são primos entre si. 


Provar que h(n) = n(n + 1)(n + 2) é divisível por 6, qualquer que seja o inteiro n. 
Provaremos que é divisível por 2 e por 3, o que é suficiente. Como n ou n + 1 é par, então um desses 
números é divisível por 2 e, portanto, h(n) é divisível por 2. 

Por outro lado, há três possibilidades com relação ao 3: 


n=0 (mod 3), n = 1 (mod 3) ou n = 2 (mod 3). 


No primeiro caso, n é divisível por 3 e, portanto, h(n) também o é; no segundo caso, somando-se 2 a 
ambos os membros da congruência, obtém-se n + 2 = 3 = 0 (mod 3), o que mostra que n + 2 é divisível 
por 3 e, portanto, que h(n) também é divisível por 3; e, no último caso, somando-se 1 a ambos os mem- 
bros da congruência, obtém-se n + 1 = 3 = 0 (mod 3), o que mostra que n + 1 é divisível por 3 e, portanto, 
o mesmo se pode dizer de h(n). Em resumo, qualquer que seja n, um dos fatores de h(n) é divisível por 
3 e, por consequência, h(n) também é divisível por 3. 


2.7.2 Problema chinês do resto 
Nosso objetivo aqui é mostrar que um sistema de congruências simultâneas do tipo 


x=a, (mod m,) 
x = a, (mod m,) 


x=a (mod m) 


em que mdc(m, m) = 1, sempre que i + j, é possível (tem soluções) e determinar sua solução 
geral. Obviamente uma solução do sistema é um número inteiro que é solução de cada uma 
das congruências que o formam. 

Os sistemas de congruência lineares foram introduzidos na China, em épocas remotas - 
talvez já fossem utilizados no século I, em questões ligadas ao calendário. Mas eles aparecem 
também em obras matemáticas chinesas, em versões mais simples, a mais antiga das quais é 
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o Manual de matemática de Sun Tsu, escrita provavelmente do final do século III, cujo con- 
teúdo veio a se tornar parte do curso exigido para os servidores públicos civis. Embora 
consistindo basicamente em métodos para operações aritméticas, a obra inclui o seguinte 
problema, talvez o espécime mais antigo do que modernamente se chama problema chinês 
do resto: 


“Temos uma certa quantidade de coisas cujo número desconhecemos. Esse número, 
quando dividido por 3, dá resto 2; quando dividido por 5, dá resto 3; e, quando divi- 
dido por 7, dá resto 2. Qual o número de coisas?” 


Segue uma solução “por substituição” do problema. Se N indica o número de coisas, 
então: 


N=3x+2; 
N=5y +3; 
N=7z+2. 


em que x, y, z são números inteiros. A primeira dessas equações é equivalente à equação 
diofantina linear N - 3x = 2, cuja solução geral é 


N=8-3tx=2-t(teZ). 
Substituindo-se N por 8 - 3t na segunda equação do sistema, obtém-se 
5y +3t=5. 

A solução geral desta última equação diofantina é 

y=-5 +3s,t=10 -5s (s E€ Z). 
Portanto: 

N=8-3t=8-3(10-5s)=-22+15s. 
Substituindo-se N por -22 + 15s na terceira equação do sistema, obtém-se 
7z-15s=-24, 
cuja solução geral é 

z=48-15r,s=24-Tr(re 7). 

De onde, 
N = -22 + 15s = -22 + 15(24 - 7r) = 338 - 105r (r € Z), 


que é a solução geral do problema. 

Sun Tsu, que provavelmente desconhecia um método geral para resolver esse problema 
e, portanto, devia ignorar que ele tem uma infinidade de soluções, só encontrou a solução 23, 
número correspondente a r = 3 na solução geral. 
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Proposição 8 (teorema chinês do resto) - Sejam m, m,,.... m, números inteiros maiores 
que 1 e tais que mdc(m, m,) = 1, sempre que i + j. Assim sendo, se a,,a,,..., a, são números 
inteiros arbitrários, então o sistema de congruências 


x= a, (mod m,) 
x = a, (mod m,) 


x= a, (mod m,) 


é possível. Ademais, duas soluções quaisquer do sistema são congruentes módulo m,m, ... mM. 


Demonstração - As características do sistema sugerem que um número que possa ser escrito 
DA RAD A PR A 

em que y, = 1 (mod m,), y, = 0 (mod m) (i + 1); y, = 1 (mod m,), y, = 0 (mod m)(i + 2), e assim por 

diante, é uma solução do sistema. Mostremos, por exemplo, que ele é solução da segunda congruên- 

cia. Como y,, Yy „Y, = 0 (mod m,), então y,a, + y,a, +... + ya = 0 (mod m,). Como y, = 1 (mod m,), 

então y,a, = a, (mod m,). Portanto, y,a, + y,a, +... + y a = a, (mod m,). 

Para encontrar um sistema de números que cumpra o papel dos y, (i = 1, 2, ..., r) façamos 
m,m,...m,=m. Então mdc(m,, m/m,) = 1, pois um divisor primo de m, e m/m, teria também de 
ser divisor de algum m, com j é 1, o que é impossível, pela hipótese. 

Portanto, a congruência linear 


(m/m)y = 1 (mod m,) 
tem solução. Se b, é uma de suas soluções, então: 
(m/m )b, = 1 (mod m,). 


Mas, como m,, m,, ..., m, são divisores de m/m,, então m/m, = 0 (mod m,), m/m, = 0 (mod m,), ..., 
m/m, = 0 (mod m ) e, portanto, (m/m )b, = 0 (mod m,), (m/m )b, = 0 (mod m,), ... (m/m )b, = 0 
(mod m,). Analogamente, se b, é solução de (m/m,)y = 1 (mod m,), então (m/m,)b, = 1 (mod m,) 
e (m/m,)b, = 0 (mod m,), (m/m,)b, = 0 (mod m,),..., (m/m )b, = 0 (mod m ). E assim por diante. 
Portanto (m/m )b,, (m/m,)b,, ..., (m/m )b, cumprem o papel exigido para os números y,, y, »-» Y» 
conforme colocação inicial, e 


b=(m/mJb,a, + (m/m,)b,a, + ... + (m/m )b,a, 


é uma solução do sistema. 

Se c é uma outra solução, então c = b (mod m) (i = 1, 2, ..„ r). Portanto m, m, ...m, são divisores 
de c - b. Mas, como m, m, ...m, são primos entre si, dois a dois, então m, m, ... m, também é um di- 
visor de c - b. De onde c = b (mod m,m, ... m). 

Portanto, a solução geral do sistema é 


x = b (mod m,m, ... m,). 
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Du barA” O teorema anterior é construtivo, como se nota pela demonstração. Vejamos como pro- 
ceder na resolução do sistema 


x = 1 (mod 2) 
x=2 (mod 3) 
x= 3 (mod 5) 


Nesse caso, m = 30 e as congruências lineares a resolver são 15y = 1 (mod 2), 10y = 1 (mod 3) e 
6y = 1 (mod 5). Como o número 1 é solução particular de cada uma delas, então uma solução do sistema 
é15:1:1-+10-1-2+6-1-:3=53. 

Logo, a solução geral do sistema é dada por 


X = 53 = 23 (mod 30). 


38. Ache os restos das seguintes divisões: 
a) 2º por 7; 
b) 11!” por 100; 
c) 3” . 425 + 6º por 5; 
d) 5?. 4841 + 28º por 3. : 
Resolução: c) Como 3 = -2 (mod 5), então 32 = 4 (mod 5), 33 = -8 = 2 (mod 5), : 
3! = 16 = 1 (mod 5); daí para a frente os resultados se repetem ciclicamente de : 
quatro em quatro. Como 10 = 2 (mod 4), então 3!º = 4 (mod 5). Por outro lado, como : 
42 = 2 (mod 5), então 42? = 4 = -1 (mod 5), 423 = -2 (mod 5), 42º = (-1)?= 1 (mod 5), : 
e daí para a frente os resultados se repetem também de quatro em quatro. Observan- ; 
do-se que 5 = 1 (mod 4), deduz-se 425 = 2 (mod 5). Por último, como 6 = 1 (mod 5), : 
então 6º = 1 (mod 5). Juntando as conclusões parciais: : 

31.425 +68 = 4.2 +1 = 4 (mod 5). 

Portanto, o resto é 4. 

39. Mostre que o número 2” - 1 é divisível por 41. 

40. Qual é o resto da divisão euclidiana de 1° + 25 + 3º +... + 995 + 100° por 4? Justifique. 
Sugestão: Dividir a soma dada em 25 grupos de 4 parcelas. 

41. a) Mostre que o resto da divisão de um número por 10 é seu algarismo das unidades ; 
e que o resto da divisão por 100 é o número formado pelos dois últimos algarismos : 
do número dado. : 

b) Ache o algarismo das unidades de 70", 
c) Ache os dois últimos algarismos de 909, : 
Resolução: a) Seja N um inteiro positivo. Como já vimos, pode-se representar N pela : 


expressão 


N=a,+a,-10+a,:102+.. + -10° (0< ay a- a,< 9). 
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Daí seguem duas possibilidades de escrever o número N: N = a, + 10 - q (quando se põe : 
10 em evidência nas r últimas parcelas do segundo membro) e N = a, +a,+10+100-q' ; 
(quando se põe 100 em evidência nas r - 1 últimas parcelas do segundo membro). : 
A primeira igualdade mostra que o resto da divisão de N por 10 é a, - algarismo das : 
unidades de N. E a segunda que o resto da divisão de N por 100 é a, + a, - 10, número : 
formado pelos dois últimos algarismos de N (por quê?). As partes b) e c) ficam ape- : 
nas propostas. 


Se p e p + 2 são números primos, então eles se denominam primos gêmeos. É o caso, por ; 
exemplo, de 3 e 5. : 

Se p > 3 e os números p e p + 2 são primos gêmeos, prove que a soma p + (p + 2) = : 
2p + 2 é múltiplo de 12. 
Sugestão: Sendo a soma um número par, então a princípio essa soma poderia ser con- : 
gruente a 0, 2, 4, 6,8, 10 módulo 12. Mostrar que todas essas possibilidades, exceto a : 
primeira, levam a uma contradição. 


Prove que se a = b (mod m) e n é um divisor de m, maior que 1, então a = b (mod n). 


Demonstre o que segue. 

a) aœ =a(mod6),VaeZ. 

b) aè = 0, 1 ou 8 (mod 9), V a E Z. 

c) Sea é um inteiro que não é divisível por 2 nem por 3, então a? = 1 (mod 24). 
d) Se a é um cubo perfeito, então a = 0,1 ou -1 (mod 9). : 
Resolução: d) Por hipótese, a = b? para algum inteiro b. Mas b = 0, +1, +2, +3, +4 (mod 9). : 
Portanto b? = 0, +1, +8, +27, +64 (mod 9). Como 8 = -1 (mod 9,), -8 = 1 (mod 9), : 
27 = 0 (mod 9), -27 = 0 (mod 9), 64 = 1 (mod 9) e -64 = - 1 (mod 9), então a =b? =Q, : 
1 ou -1 (mod 9). Isto significa que o resto da divisão de um cubo perfeito por 9 é 0, ; 
1 ou 8 (que corresponde a -1). 


a) Encontre um inteiro x tal que x = 3 (mod 10), x = 11 (mod 13) e x = 15 (mod 17) l 
(Regiomantanus, século XVI). ; 
b) Encontre um inteiro x tal que x = 3 (mod 11), x = 5 (mod 19) e x = 10 (mod 29) : 
(Euler, século XVIII). : 


Resolva, mediante o teorema chinês do resto, os seguintes sistemas: 
a) x = 1 (mod 10), x = 4 (mod 11), x = 6 (mod 13); 

b) x=5 (mod 7), x = -1 (mod 9), x = 6 (mod 10). 

Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir igualmente entre si as moedas de uma arca, : 
verificou que haveria uma sobra de 3 moedas. Seguiu-se uma discussão, na qual um : 
pirata foi morto. Na nova tentativa de divisão, já com um pirata a menos, verificou-se : 
que haveria uma sobra de 10 moedas. Nova confusão, e mais um pirata foi morto. : 
Então, por fim, eles conseguiram dividir igualmente as moedas entre si. Qual o menor +: 
número de moedas que a arca poderia conter? 


e 
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MUHAMMAD IBN MUSA AL-KHWARIZMI (c. 7280-850) 


Segundo uma versão histórica, o general árabe que conquistou Alexandria, no ano 642, 
teria consultado o califa Omar sobre o que fazer com as obras da biblioteca da cidade. E a 
resposta teria sido uma ordem taxativa para eliminar as que não fossem concordes com os 
ensinamentos do Alcorão. Em consequência, praticamente todas as obras teriam sido postas 
a queimar nas caldeiras das casas de banho da cidade. 

Embora haja historiadores que discordem dessa versão, obviamente ela tem ares de ve- 
rossimilhança, haja vista que os árabes, nesta altura, estavam em processo de expansão de 
seu império, o que poderia eventualmente demandar medidas drásticas. Mas algum tempo 
depois, com a derrota dos árabes na Batalha de Poitiers, em 732, perante as tropas de Carlos 
Martel, então rei dos francos, os árabes sossegaram, digamos assim, e passaram a administrar 
a parte do mundo que já haviam conquistado e que compreendia o oeste da Índia, Pérsia, 
norte da África, Egito e Península Ibérica. 

Até o início do século VII o povo da Arábia podia ser dividido basicamente em duas cate- 
gorias: os comerciantes e pequenos artífices, que habitavam cidades como Meca e Yathrib 
(depois Medina), e os beduínos, organizados em tribos que habitavam os desertos e, às vezes, 
se engalfinhavam em luta pela sobrevivência. A criação do islamismo por Maomé teve o dom 
de agregar todos, em que pese à formação de seitas divergentes, nem sempre amigáveis, al- 
gumas ainda ativas nos dias de hoje. De todo modo, os árabes souberam como aproveitar o 
saber das regiões que conquistaram, inclusive o saber grego, presente em algumas delas, 
enquanto a Europa Ocidental (salvo a Espanha, em parte) estava imersa na letargia da Alta 
Idade Média. 

Em 755, o império árabe foi dividido em duas partes: uma com capital em Bagdá e outra 
com capital em Córdoba. No século IX, um dos califas da parte oriental fundou a Casa da Sa- 
bedoria, com sábios contratados para formar uma biblioteca de altos estudos de obras em 
grego e sânscrito, traduzi-las para o árabe e explorá-las, com vistas a pesquisas e à formação 
de pesquisadores. 
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Dessa iniciativa resultaram, por exemplo, a tradução dos Elementos, de Euclides, e do 
grande tratado de astronomia, Almagesto, de C. Ptolomeu, que inclui a primeira tábua trigo- 
nométrica e um modelo geocêntrico de descrição do movimento dos planetas que funcio- 
nava com razoável precisão. Mas com os crescentes resultados obtidos na astronomia de 
observação por nomes como T. Brahe (1546-1601) e J. Kepler (1571-1630), e as sucessivas 
descobertas de novos planetas em nosso Sistema Solar, esse modelo inevitavelmente teria de 
ser substituído, e o foi pelo modelo heliocêntrico de N. Copérnico (1473-1543), a despeito 
da resistência dos escolásticos e da Igreja. 

Entre os sábios que passaram pela Casa da Sabedoria, talvez o mais famoso tenha sido 
Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (c. 780-850), apesar da pouca profundidade de sua 
contribuição à matemática e à álgebra, em particular. Quase nada se sabe sobre a vida de 
Al-Khwarizmi, mas seus ancestrais, e talvez ele mesmo, eram originários de Khwarizmi, uma 
região cujo território hoje está dividido entre Uzbequistão e Turcomenistão. 

De sua parca biografia consta um episódio que, se realmente ocorreu, mostra que 
Al-Khwarizmi era muito melhor como matemático e astrônomo do que como astrólogo. Se- 
gundo um relato, ele foi um dos astrólogos chamados a fazer um horóscopo do moribundo 
califa Al-Wâthiq, em 847. Não obstante as previsões otimistas de Al-Khwarizmi, que lhe da- 
vam mais 50 anos de vida, o califa morreu dez dias depois. 

O significado da palavra álgebra está associado ao título da obra Hisab al-jabr w'al- 
-mugabalah, de Al-Khwarizmi, cuja tradução literal é “Ciência da transposição [al-jabr] e re- 
dução [al-mugabalah]”. Por al-jabr Al-Khwarizmi entendia a transposição de um termo com 
coeficiente negativo do segundo para o primeiro membro, como no exemplo: 5x = 7 - 2x 
implica 5x + 2x = 7. Diga-se de passagem, porém, que a álgebra de Al-Khwarizmi era inteira- 
mente retórica (com palavras em vez de símbolos), ou seja, a transposição referida era feita 
verbalmente. E por al-mugabalah ele entendia a redução de termos semelhantes, como em 
5x + 2x = 7x. Percebe-se logo, então, que nossa palavra álgebra é uma variante latina de 
al-jabr, absorvida pelo Ocidente da obra em pauta que, certamente, é o marco inicial da 
álgebra no Ocidente. Para isso, porém, muito contribuiu uma tradução latina da obra feita 
por Robert de Chester no século XII. 

É na primeira parte das três que formam Hisab al-jabr w'al Mugabalah que o autor 
explana a resolução dos seis modelos reduzidos de equações lineares e quadráticas (entre 
parênteses daremos as designações usadas por Al-Khwarizmi para indicar esses modelos): 
ax? = bx (quadrados iguais a raízes), ax? = b (quadrados iguais a números), ax = b (raízes 
iguais a números), ax? + bx = c (quadrados e raízes iguais a números), ax? + c = bx (quadrados 
e números iguais a raízes) e ax? = bx + c (quadrados iguais a raízes e números). Nos modelos 
reduzidos de equações quadráticas nota-se a preocupação em evitar coeficientes negativos. 

As equações quadráticas correspondentes à forma padrão atual, ax? + bx + c = 0, não 
eram focalizadas por Al-Khwarizmi, pois, obviamente, mesmo quando seus coeficientes são 
positivos as raízes podem não o ser. Al-Khowarizmi resolve os três primeiros tipos de equa- 
ção diretamente, valendo registrar apenas que a raiz 0 (zero) de ax? = bx era desprezada. Nos 
demais casos, o processo de resolução consiste sempre em “completar o quadrado” e isso é 
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feito na forma de regras aplicadas a exemplos particulares com coeficientes numéricos. Fica 
implícita a validade dos procedimentos em situações afins. 

Vejamos como ele procedeu com a equação x? + 10x = 39 (o faremos em notação atual). 
Como 10 = 2. 5, x? + 10x + 5? = 39 + 5? = 64 = 8, logo (x + 5}? = 8?, x + 5 = 8 e, portanto, x = 3 
(tudo verbalmente, números negativos à parte). Mas, para dar segurança a esse procedi- 
mento, Al-Khwarizmi justificava-o geometricamente, uma vez que não dispunha de meios 
algébricos para fazê-lo. Ou seja, Al-Khwarizmi, assim procedendo, mostrava que era ainda 
um herdeiro da álgebra geométrica grega. 


Relações, aplicações, 
operações »—— 
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3.1 RELAÇÕES BINÁRIAS - CONCEITOS BÁSICOS 


3.1.1 Produto cartesiano 


Definição 1 - Dados dois conjuntos, E e F, não vazios, chama-se produto cartesiano de 
E por Fo conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y), com x em Ee y em F. 

O conceito de par ordenado é tomado aqui como primitivo, postulando-se que (x, y) = 
(u, v) se, e somente se, x=uey=v. 

Costuma-se indicar o produto cartesiano de E por F com a notação E x F (lê-se “E carte- 
siano F”). Assim, temos: 


ExF={(xy)|xEeEeyEF} 


3.1.2 Relação binária 


Na matemática, e até no dia a dia, temos de lidar frequentemente com “relações” entre 
elementos de um conjunto E ou entre elementos de dois conjuntos distintos, E e F. 

Por exemplo, se E indica os membros de uma família (pais e filhos, apenas), são relações 
entre elementos de E: 


“x é irmão de y ”; 


“x é pai de y ”. 


No terreno da matemática, se E = F = R (conjunto dos números reais), são “relações” 
entre elementos de R: 


e aigualdade (x = y); 

e a desigualdade (x + y); 

e “xé menor que y” (x <y); 
e x+y=10. 


Para outro exemplo, consideremos E = {0, 1, 2, 3, ...} e F = (...,-3,-2, -1). Então, é uma 
relação entre elementos de E e F: 


x + y = 0, em que x representa um elemento de E e y um elemento de F. 


De situações como essa, decorre naturalmente uma ideia informal de “relação”: é um 
sistema R constituído de: 


e um conjunto E (chamado conjunto de partida); 

e um conjunto F (chamado conjunto de chegada); 

e uma sentença aberta p(x, y), em que x é uma variável em E e y uma variável em F, 
sentença essa tal que, para todo par ordenado (a, b) E E x F, a proposição p(a, b) é 
verdadeira ou falsa. 
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Quando p(a, b) é verdadeira, diz-se que “a está relacionado com b mediante (ou através 
de) R” e escreve-se 


aRb 


Se p(a, b) é falsa, diz-se que “a não está relacionado com b mediante (ou através de) R” e 
escreve-se 


akb 


Por exemplo, se R indica a relação em que o conjunto de partida e o conjunto de chegada 
são iguais a R e a função proposicional é x? + y = 0, então 


1R(-1), (-3) R (-9) e 0 RO, 
ao passo que 
0 %1, (-1)R(-4) e3 K6. 


O conjunto dos elementos a €E E tais que aRb, para pelo menos um elemento b E F, é 
chamado domínio da relação e é denotado por D(R). E o conjunto dos elementos b E F tais 
que, para pelo menos um elemento a € E, verifica-se aRb, é chamado conjunto imagem da 
relação e é denotado por Im(R). 

Por exemplo, considere a relação “ser pai de” numa família constituída de 5 membros: 
o pai é a, a mãe é b, e os filhos m, n e r. Nesse caso, podemos considerar o conjunto de partida 
e o conjunto de chegada iguais a (a, b, m, n, r}. Obviamente o domínio da relação considerada 
é {a} e o conjunto imagem é (m, n, r}. 

Outro exemplo: se indicarmos por R a relação que tem como conjunto de partida (0, 1, 
2, 3, ...+, conjunto de chegada (..., -3, -2, -1) e função proposicional dada por y = -2x, então 
D(R) = (1,2,3,...),ao passo que Im(R) = (-2, -4, -6,...). 

Segue uma definição mais precisa da relação, usando-se apenas a linguagem de conjuntos. 


Definição 2 - Chama-se relação binária de E em F todo subconjunto R de E x F. Logo: 
R é relação de E em F se, e somente se, R C E x F. 

Conforme essa definição, R é um conjunto de pares ordenados (a, b) pertencentes a E x F. 
Para indicar que (a, b) E R, usaremos algumas vezes a notação 


aRb 


(lê-se “a erre b” ou “a relaciona-se com b segundo R”). 

Se (a, b) É R, escreveremos a Kb. 

Os conjuntos E e F são denominados, respectivamente, conjunto de partida e conjunto de 
chegada da relação R. 

Vale notar que essa definição pode ser considerada equivalente à ideia de relação dada 
no início, desde que admitamos a existência, para cada parte R de E x F, de uma função pro- 
posicional p(x, y), com x variável em E e y variável em F, função essa que tem como conjunto 
verdade R. 
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No que segue, até por simplicidade, ao considerar ou ao nos referirmos a uma relação R, 
estaremos pressupondo a definição 2. 


CAMA 19 Se £= {0,1,2,3} e F= {4, 5, 6}, então: 


E x F= {(0, 4), (0, 5), (0, 6), (1, 4, (1,5), (1, 6), @, 4), @, 5), 2, 6), (3, 4), (8, 5), (3, 6)) 


Qualquer subconjunto de E x Fé uma relação de E em F. São exemplos de relações: 
Ø; 
R, = {(0, 4), (0, 5), (0, 6)); 
R, = (0,4), (1, 4, (1,5), @2, ©); 
R, = ((2,5), (3, 6)). 


2º) Se E= F= Z, então E x Fé o conjunto formado por todos os pares ordenados de números inteiros. 
Um exemplo de relação de Z em Z é: 


R=((xgD)EeZx7|x=-)= En n), ~ (2,29, ©1, 1), (0, 0), (1,-D,..., (n, -n), ..). 


39) Se E = F = R, então Ex F é o conjunto formado por todos os pares ordenados de números reais. 
Um exemplo de relação de R em R é: 


R=((xD)eRxzxR|x>0ey>0). 


3.1.3 Domínio e imagem 


Seja R uma relação de E em F. Formalizemos os conceitos de domínio e imagem. 


Definição 3 - Chama-se domínio de R o subconjunto de E constituído pelos elementos 
x para cada um dos quais existe algum y em F tal que x R y. 


D(R)=(xe El|IyeF:xRy) 


Definição 4 - Chama-se imagem de R o subconjunto de F constituído pelos elementos y 
para cada um dos quais existe x em £E tal que x R y. 


Im(R)=(yeF|IxeE:xRy) 


Em outros termos, D(R) é o conjunto formado pelos primeiros termos dos pares orde- 
nados que constituem R e Im(R) é formado pelos segundos termos dos pares de R. 
Assim, voltando aos exemplos anteriores, temos: 


e D(R)=(0)eIm(R) = (4,5, 6); 
D(R,) = (0, 1, 2} e Im(R,) = (4,5, 6); 
D(R,) = (2,3) e Im(R,) = (5,6); 

e D(R)=ZeIm(R)=Z; 

e D(R) =R, e Im(R) = R, 
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3.1.4 Representações 
3.1.4.1 Gráfico cartesiano 


Grande parte das relações estudadas em matemática são relações em que E (conjunto 
de partida) e F (conjunto de chegada) são subconjuntos de R. Nesses casos, o gráfico carte- 
siano da relação é o conjunto dos pontos de um plano dotado de um sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonais, cujas abscissas são os primeiros termos e as ordenadas os segundos 


termos dos pares que constituem a relação. 


Exemplo 2 


19 R, = (0, 4), (0, 5), (0, 6) R, = {0, 4), (1, 4), (1,5), (2, 6) 
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3S)E=R,F=ReR=(xgD)eRxR|x>0ey>0) 


Primeiro 
quadrante 


3.1.4.2 Esquema de flechas 


Quando E e F são conjuntos finitos com “poucos” elementos, podemos indicar uma rela- 
ção de E em F da seguinte forma: representamos E e F por meio de diagramas de Venn e in- 
dicamos cada (x, y) E R por uma flecha com “origem” x e “extremidade” y. 


Exemplo 3 E=10,1,2,3) 
F= {4, 5, 6} 
R= {(0, 4), (1,4), (1,5), @, 6)} 


E F 


1 


3.1.4.3 Inversa de uma relação 


Definição 5 - Seja R uma relação de E em F. Chama-se relação inversa de R, e indica-se 
por R+, a seguinte relação de F em E: 


R = {(y, x) E F x E | (x, y) E€ R}. 
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19 E= {0, 1, 2, 3}, F= {4, 5, 6} e R = ((0, 4), (0, 5), (0, 6), então: 
R`“ = {(4, 0), (5, 0), (6, 0)} 

29) E=R, F=R e R= {(x, y) E R | y =2x, então: 
R = {{y, X E R | y =2% = {(x, yY E R | x=2y} 

3) E=R, F=R e R= {(x, y) E€ R | y = ¥}, então: 
RYDER |y= = {x ER |x=y} 


Representação de R 

a) Se a relação R admite um gráfico cartesiano, então o mesmo ocorre com R'!. No- 
tando-se que (x, y) E R se, e somente se, (y, x) E R+, então o gráfico de R* é simétrico 
do gráfico de R relativamente à reta de equação y = x. Exemplos: 


b) Dado o diagrama de Euler-Venn de uma relação R, obtemos o diagrama de R~ sim- 
plesmente invertendo o sentido das flechas. Por exemplo, se E = {0, 1, 2, 3}, F = {4, 5, 6} 
e R = {(0, 4), (1, 4), (1,5), (2, 6)y temos: 


isto é, R^ = ((4, 0), (4, 1), (5, 1), (6, 2). 


Propriedades 


Decorrem diretamente da definição de relação inversa as propriedades seguintes: 


e D(R)=Im(R); 
e Im(R)=D(R); 
e (RI) =R. 
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1. Sejam E= {1, 3,5,7,9} e F= {0, 2, 4, 6}. 
a) Enumere os elementos das seguintes relações de E em F: 
R ={œy) |y =x- 15; 
R, = {(% y) Ix <y}; 
R, = (05,9) |Y = 3x). 
b) Estabeleça o domínio e a imagem de cada uma. : 
2. Sabe-se que E é um conjunto com 5 elementos e R = ((a, b), (b, c), (c, d), (d, e)) é uma : 
relação de E em E. Pede-se obter: : 
a) os elementos de E; 
b) domínio e imagem de R; 
c) os elementos, domínio e imagem de R'!; 
d) esquema de flechas de R. 


3. Sendo R = f(x,y) | 4x? + y? = 4) uma relação sobre R, pede-se: 
a) o gráfico cartesiano de R; 
b) o domínio de R; 
c) a imagem de R; 
d) descrever R+. : 
4. Seja Ra relação sobre o conjunto Nº definida pela sentença x + 3y = 10. Pede- se deter- : 
minar: 
a) os elementos de R; 
b) o domínio de R; 
c) aimagem de R; 
d) os elementos de R*+. 
5. Sejam Ee F dois conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente. 
a) Qual é o número de elementos de E x F? 
b) Qual é o número de relações de E em F? 
6. Seja R uma relação binária sobre o conjunto E e R a negação de R, isto é, R = f(x,y) | x Ry} 
O que se pode concluir sobre RN R’ e RU R’? f 
7. Sejam R, e R, duas relações binárias sobre E. Que significado têm R, U R, e R, N R,? : 
O que significa a inclusão R, C R,? : 


secooococosocoooocooooooooocococosoeoooocooooooooocococoooooooosoooooooooooooooooooooooooo 


3.2 RELAÇÕES SOBRE UM CONJUNTO 


Definição 6 - Quando E = F e R é uma relação de E em F, diz-se que R é uma relação 
sobre E ou, ainda, R é uma relação em E. 

As relações sobre E vão merecer um destaque especial neste livro. Veremos algumas 
propriedades que elas podem apresentar e, em seguida, estudaremos dois tipos de relação 
sobre E extremamente importantes: as relações de equivalência e as relações de ordem. 
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No estudo das relações sobre E, em que E é conjunto finito com “poucos” elementos, é 
muito útil a representação através do esquema de flechas, que pode ser assim simplificado: 
representamos os elementos de E por pontos de um retângulo e indicamos cada par (a, b) da 
relação através de uma flecha com “origem” a e “extremidade” b. No caso de (a, a) estar na 
relação, usa-se um “laço” envolvendo a, conforme mostra o exemplo a seguir. 


CAJ O esquema abaixo representa a relação 


R= ((a, a), (a, b), (b, c)(c, a)) sobre E = (a, b, O). 


E 


3.2.1 Propriedades 


Daremos a seguir as principais propriedades que uma relação R sobre E pode verificar. 


a) Reflexiva 


Definição 7 - Dizemos que R é reflexiva quando todo elemento de E se relaciona consigo 
mesmo. Ou seja, quando, para todo x € E, vale xRx. 

Se designarmos por 4, o conjunto de todos os pares (x, x), com x € E, então R é reflexiva 
quando À, € R. 


19 A relação R= ((a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c)) sobre E = (a, b, c} é reflexiva, pois aRa, 
bRb e cRc. 


2º) A relação R de igualdade sobre o conjunto Z dos números inteiros xRy se, e somente se, x= y é re- 
flexiva, pois x= x, para todo x E Z. 


3º) A relação > sobre R, é reflexiva pois, Y a E€ R, a 2 a. 


Contraexemplo 1: 
Notemos que uma relação R sobre E não é reflexiva quando existe um elemento x em £ tal que x Rx. 
Assim, por exemplo, a relação 


R= ((a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (b, c)) sobre E = (a, b, c} não é reflexiva, pois c Rc. 
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b) Simétrica 


Definição 8 - Dizemos que R é simétrica se vale yRx sempre que vale xRy. Ou seja, se xRy, 
então yRx. 


1º) A relação R= ((a, a), (a, b), (b, a), (c, c)) é uma relação simétrica sobre E = (a, b, c}. 
2º) A relação R de perpendicularismo definida sobre o conjunto E das retas do espaço 
xRy se, e somente se, x L y 
é simétrica, pois, para duas retas xe y quaisquer, x L y > y L x. 
3º) A relação R sobre o conjunto Q dos números racionais, definida por 


xRy se, e somente se, x? = y? 


é simétrica, pois, para dois racionais xe y quaisquer, X = y? > y? = X. 


Contraexemplo 2: 
Notemos que uma relação R sobre E não é simétrica se existirem xe y em Etais que xRy e y Rx. 
Assim, por exemplo, a relação 


R= ((a, a), (a, b), (b, b), (c, c)) sobre E = (a, b, c} não é simétrica, pois a R b e b Ra. 
c) Transitiva 


Definição 9 - Dizemos que R é transitiva se vale xRz sempre que vale xRy e yRz. Ou seja, 
se xRy e yRz, então xRz. 


1º) A relação R= ((a, b), (b, b), (b, ©, (a, ©, (c, Q} sobre E= (a, b, c} é transitiva. 
2º) A relação R de semelhança (~) definida sobre o conjunto E dos triângulos de um plano 


xX R y se, e somente se, x ~ y 
é transitiva, pois, sendo x, y e z triângulos quaisquer, tem-se: 
x-yYey-z>x-2z 
3º) A relação R sobre o conjunto dos números naturais definida por 
xX R y se, e somente se, x S y 
é transitiva, pois, dados três naturais x, y e z, tem-se: 


XSyeyLZƏ>X<SZ 
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Contraexemplo 3: 
Notemos que uma relação R sobre E não é transitiva se existirem x ye z em Etais que x R y, y Rze xŘ z. 
Assim, por exemplo, a relação 
R= ((a, a), (a, b), (b, c), (c, c)) sobre E= (a, b, c) 
não é transitiva, pois a R b, b Rce afc. 
Da mesma forma, a relação 


S = {(a, b), (b, a)} sobre E= (a, b, c} não é transitiva, pois aSb, bSa e aßa. 
d) Antissimétrica 


Definição 10 - Dizemos que R é antissimétrica se x = y sempre que xRy ey Rx. 
Ou seja, se xRy e yRx, então x = y. 
É importante destacar a contrapositiva da definição 10: se x + y, então x Ky ou y Rx. 


19 A relação R= ((a, a), (a, b), (b, ©, (c, a)) sobre E= (a, b, c} é antissimétrica. 
2º) A relação R de divisibilidade sobre o conjunto N dos números naturais 


xRy se, e somente se, x | y (lê-se “x é divisor de y”) 
é antissimétrica, pois, dados dois números naturais, x e y se x | y e y | x, então x = y. 
32) A relação R sobre o conjunto R dos números reais dada por 
xRy se, e somente se, x < y 
é antissimétrica, pois, sendo x e y números reais quaisquer, se 


x<yey<x então x= y. 


Contraexemplos 4: 
Notemos que uma relação R sobre E não é antissimétrica se existirem xe y em £ tais que x = y e xRy 
e yRx. 

R= ((a, a), (b, b), (c, c), (b, ©), (c, b)) sobre E = (a, b, c} 


não é antissimétrica, pois b + c, bRc e cRb. 
Outro contraexemplo: a relação R de divisibilidade sobre o conjunto Z dos números inteiros não é 


antissimétrica, pois 


2 + -2, 2 | -2 e -2 | 2. 


3.3 DIAGRAMA DE FLECHAS E PROPRIEDADES 


Quando E é finito e tem “poucos” elementos, é possível visualizar se uma relação R sobre 
E goza ou não das propriedades definidas no item anterior observando-se o diagrama de 
flechas de R. 
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a) Reflexiva 
Em cada ponto do diagrama deve haver um laço. 


Exemplo Contraexemplo 


b) Simétrica 
Toda flecha tem duas “pontas”. 


Exemplo Contraexemplo 


- 9 
ETA 
o 


c) Transitiva 
Para todo par de flechas consecutivas existe uma terceira flecha cuja origem é a ori- 
gem da primeira e a extremidade, a da segunda. 


Exemplo Contraexemplo 


E ai 


T 6 <4-— 6 O 
a Otona 


d) Antissimétrica 
Não há flechas de duas pontas. 


Exemplo Contraexemplo 
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8. 


11. 


12. 


13. 


Seja R a relação em E = (1, 2, 3, 4, 5} tal que xRy se, e somente se, x - y é múltiplo de 2. 

a) Quais são os elementos de R? 

b) Faça o diagrama de flechas para R. 

c) Ré reflexiva? R é simétrica? R é transitiva? R é antissimétrica? 

R é uma relação sobre E = (a, b, c, dy dada pelo esquema de flechas a seguir. Que pro- : 
priedades R apresenta? 


O conjunto E = (a, b, c, d, e) é formado pelos cinco filhos de um mesmo casal. Seja Ra : 
relação sobre E assim definida: 


xRy se, e somente se, x é irmão de y. 
Que propriedades R apresenta? 
Nota: x é irmão de y quando x + y ex e y têm os mesmos pais. 


Seja E o conjunto das retas que contêm os lados de um hexágono regular abcdef. 
a) Quantos elementos tem o conjunto E? 
b) Indique quais são os pares ordenados que constituem a relação R em E assim definida: : 


xRy & x é paralela a y 
c) Quais são as propriedades que R apresenta? 
Nota: x é paralela a y quando x = y ou x N y = Ø, com x e y coplanares. 


Seja E = {1, 2, 3}. Considerem-se as seguintes relações em E: 
R, = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}; 
R, = {(1, 1), (1, 2), (1,3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)}; 


78 Álgebra moderna 


R, = {(1, 2), (1,3), (2, 1), (2,3), (3, 1), (3, 2), (3, 3J}; : 
R, =Ex E; : 
R. =Ø. 


Quais são reflexivas? E simétricas? E transitivas? E antissimétricas? 
14. Construa sobre o conjunto E = (1, 2, 3, 4) quatro relações R,, R, R eR, de modo que : 


R, só tenha a propriedade reflexiva, R, só a simétrica, R, só a transitiva e R, só a antissi- : 


métrica. 
Sugestão: Faça os diagramas de flechas. 

15. Dê um exemplo de relação R sobre o conjunto E = {a, b, c} que tenha as propriedades : 
simétrica e antissimétrica. Dê um exemplo de relação S sobre E que não tenha as pro- : 
priedades simétrica e antissimétrica. 


16. Descreva uma a uma todas as relações binárias sobre o conjunto E = (a, b). Em seguida, : 


identifique quais são reflexivas, quais são simétricas, quais são transitivas e quais são : 
antissimétricas. 


DO CCL LCCOLCCCCCLCCCCCCLCCOCOLCCOCCCCCCCCOLCCCCCCCCOLCCCCCCCCCCCCCCCLCCODO 


3.4 GRÁFICO CARTESIANO E PROPRIEDADES 


Seja R uma relação sobre o conjunto R dos números reais e seja G, seu gráfico cartesiano. 
Quando R é reflexiva, temos (x, x) E R para todo x real, ou seja, a reta bissetriz do 1º e 3º 
quadrantes do plano cartesiano é parte de G,. E a recíproca também é válida. 


Bea) R= {x y) € R? |y > x- 1} é reflexiva, pois x > x- 1, Yx, ou seja, todo par (x, x) está 
em R. A bissetriz está contida no gráfico de R, que é um semiplano. 


Quando R é simétrica, se (x, y) E R, então (y, x) E R, ou seja, G, é simétrico relativamente à bissetriz do 
1º e 3º quadrantes do plano cartesiano. E a recíproca também é válida. 


| Exemplo 11 - R= {(x y) E€ R? | xX? + y? < 9} é simétrica, pois para quaisquer x e y reais: 
X+y<I>y/+X<9. 
Se o ponto (x, y) E R, seu simétrico relativamente à bissetriz (y, x) E R. 


Dispomos, então, de mais um recurso para verificar se R é reflexiva ou simétrica: observar seu gráfico 
cartesiano G, 
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Exercícios | 
17. Esboce os gráficos cartesianos das seguintes relações sobre R: 

a) R ={(%y)|x+y <2}; d) R,={(x y) |x? +x =y° +y}; 

b) R ={x%y)|Ż +y =1}; e) R, ={(x, y) | xX? +y? > 16}. 

c) R ={%y) |X +y? <4; 
18. Das relações do exercício anterior, quais são reflexivas? Quais são simétricas? 


19. Esboce os gráficos cartesianos das seguintes relações sobre R: 
a) R ={% y) |y =x]; d) R, ={y) |2 =y}; 
b) R, ={(x y) |xy= 12); e) Roxy) |y > x°}. 
c) R,={% y) |x? + 4y? <4}; 


20. Das relações do exercício anterior, quais são reflexivas? Quais são simétricas? 


Exercícios complementares 


C1. Seja E um conjunto finito com n elementos. 
Quantas são as relações binárias sobre E? 
Quantas dessas relações são reflexivas? 
Sugestão: Use o fato de que uma relação R sobre E é reflexiva se, e somente se, 
R = 4, UR, em que 4, = {(x, xX) | x E€ E} e R’ é um subconjunto de E x E - A, 
Quantas dessas relações são simétricas? 
Sugestão: Use o fato de que uma relação R sobre E = (a, a, a,,...,a,) é simétrica se, e 
somente se, R = S U S+, em que S é um subconjunto de E x E constituído por pares da 
forma (a, a), com i > j. 
C2. Prove que, se uma relação R é transitiva, então R também o é. 
Sugestão: Tome (x, y) e (y, z) em R1 e mostre que (x, z) está em R“. 
C3. Sejam Re S relações no mesmo conjunto E. Prove que: 
a) RiNnS!=(RAS)!; 
b RIUS!=(RUS)!; 
c) Se R e S são transitivas, então R N S é transitiva; 
d) Se R e S são simétricas, então R U S e R N S são simétricas; 
e) RU R? é simétrica. 


eccocoooococococooocooosocooosoooooooooooosocoocoooooooosoooosocooocooocoooocococoooooooocooooocooocooooooooooo 
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3.5 RELAÇÕES DE EQUIVALÊNCIA 


3.5.1 Relação de equivalência 


Definição 11 - Uma relação R sobre um conjunto E não vazio é chamada relação de 
equivalência sobre E se, e somente se, R é reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja, R deve 
cumprir, respectivamente, as seguintes propriedades: 


i) sex € E, então xRx; 
ii) sex y E E e xRy, então yRx; 
iii) se x, y, Z E E e xRy e yRz, então xRz. 


ESA 19A relação R= {(a, à), (b, b), (c, ©, (a, b), (b, a)) sobre E= (a, b, c} é uma relação de 


equivalência. 


2º) A relação de igualdade sobre R é uma relação de equivalência, pois: 
(VM) KER>Dx=X); 

Yx x=y>y=X); 

VxyD)k=yey=z>x=2. 


3º) A relação de congruência módulo m (em que me Z e m > 1) sobre Z, definida no item 2.7 do 
Capítulo 2, é uma relação de equivalência, pois: 


(Vy)kKEeZ>x=x (mod m); 
(V x y) X = y (mod m) > y = x (mod m); 


~ x y, Z X = y (mod m) e y = z (mod m) => x = z (mod m). 


4º) A relação de paralelismo definida para as retas de um plano £ é uma relação de equivalência, pois, 
sendo x, ye z retas de E, tem-se: 


(x// x); 
&//y>y X; 
&//yeyllzə>xlI 2. 
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21. Quais das relações abaixo são relações de equivalência sobre E = (a, b, c}? 
a) R, ={(a, a), (b, b), (c, c)); 
b) R, = {(a, a), (b, b), (c c), (a, b), (b, c), (a, c)); 
c) R, = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a)y; 
d) R,=E xE; 
e) R. =Ø. 
22. Quais das sentenças abertas abaixo definem uma relação de equivalência em Z? 
a) x =y (mod 3); 
b) x |y; 
c) x<y; 
d) mdc(x, y) = 1; 
e) x+y=7. 
23. Seja E o conjunto dos triângulos do espaço geométrico euclidiano. Seja R a relação em : 
E definida por: : 


xRy se, e somente se, x é semelhante a y 


Prove que R é uma relação de equivalência. 


24. Seja E o conjunto das retas de um plano «a. Quais das relações abaixo definidas são : 
relações de equivalência em E? : 
a) xRy se, e somente se, x || y; 
b) xSy se, e somente se, x L y. 


25. Considere a relação R sobre N x N definida por: 
(a, b) R (c, d) se, e somente se,a +b=c+d 


Prove que R é uma relação de equivalência. 


26. Pense na relação S em Z x Z* definida por: 
(a, b) S (c, d) se, e somente se, ad = bc. 


Prove que S é uma relação de equivalência. 


COCO COLCCOLCCCCCCLCCLCLOCOLCCOCOLCCCCCCCCCLCCCCCCLCC COS 


3.5.2 Classe de equivalência 


Definição 12 - Seja R uma relação de equivalência sobre E. Se a E E, chama-se classe de 
equivalência determinada por a, módulo R, o subconjunto à de E constituído pelos elementos 
x tais que xRa. Em símbolos: 


a = {x E E | xRa}. 
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3.5.3 Conjunto quociente 


Definição 13 - O conjunto das classes de equivalência módulo R será indicado por E/R 
e chamado conjunto quociente de E por R. 


CAMA 19 Na relação de equivalência R= ((a, a), (b, b), (c, ©, (a, b), (b, a)) temos: 
a= (a, b}; 

b= {a, b}; 

c= {o}; 

E/R = {{a, b}, {c}. 


2º) A relação R de congruência módulo m (m E Z e m> 1) sobre Z é uma relação de equivalência. Como 
é o conjunto quociente Z/R? 


i) Se a E Z, efetuemos a divisão euclidiana de a por m, obtendo o quociente q e o resto r. Temos 


a=mg+re 0<r<m 


e daí vem: 
a-r=qm. 
Portanto: 
a= r (mod m), 
ou seja 


a=T 


Concluímos que a é uma classe igual a 7, em que ré o resto da divisão de a por m. Como r € (0, 1, 2, ..., 
m - 1), vem: 


Suponhamos que existam duas classes, 7 e 5, iguais em (0, 1, 2 , ..., m- T}, representadas por elementos 
res, digamos r < s. Então: 


r=s e 0<r<s<m 
De r= s segue que r = s (mod m) e, portanto, m | s - r; como 0 < s - r< m, isso é impossível. 
Concluímos que (0, 1, 2, .., m- 1) é constituído por exatamente m elementos distintos dois a dois, ou seja: 
ZIR= {0,1,2 , .. m- T}. 


Obs.: A notação mais frequente para o conjunto quociente acima é Z „ Ou seja, Z, = {0, Ls), 
VmeZ,m>1. 
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Proposição 1 - Seja R uma relação de equivalência sobre E e sejam a E E e b E E. 


As seguintes proposições são equivalentes: 


(1) aRb (aeb (Dbea (1W)a=b 


Demonstração - Devemos provar que (i) > (ii) > (iii) > (iv) > (i). 

() > (ii): É decorrência de definição de classe de equivalência. 

(ii) > (iii): Como a E b, então aRb. Daí, pela simetria de R, bRa e, portanto, b € q. 

(iii) > (iv): Por hipótese, b € a, ou seja, bRa. Logo, aRb. Temos de provar que 

ache bca 

Para provar a primeira dessas inclusões, tomemos x € a. Então, xRa e, levando em conta que 
aRb, concluímos, pela transitividade de R, que xRb. Daí x € b e, então, a c b. 

Analogamente se prova que b C q. 


(iv) > (i): Como ace aebe b, os conjuntos q e b não são vazios. Tomemos um elemento x € q = b. 
Então, xRa e xRb. Daí, pela simetria de R, valem aRx e xRb. A transitividade de R garante, então, que aRb. 


27. Seja E = {x E Z | -5 < x < 5} e seja R a relação sobre E definida por 
xRy se, e somente se, xX? + 2x = y? + 2y. 
a) Mostre que R é uma relação de equivalência. 
b) Descreva as classes de equivalência 0, -2 e -4. 
28. Sejam E = {x E Z | |x| < 3} e R a relação sobre E definida por 
xRy se, e somente se, x + |x| =y + |y]. 
a) Mostre que R é uma relação de equivalência. 
b) Descreva o conjunto quociente E/R. 


29. Considere o conjunto E = (xe Z | 0 < x < 10} e sobre ele a relação R de congruência 
módulo 4, que é de equivalência. 
a) Descreva as classes de equivalência O e 1. 
b) Descreva o conjunto quociente E/R. 


30. Seja R a relação sobre Q definida da seguinte forma: 
xRy se, e somente se, x - y E Z. 


a) Prove que R é uma relação de equivalência. 
b) Descreva a classe 100. 
c) Descreva a classe 0,5. 


scocoococooooocoooococococoooococococooooocooococooocooosoooooocooooooooooo 
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31. Considere a relação S sobre R definida da seguinte forma: 
xSy se, e somente se, x - y E Q. 


a) Prove que S é uma relação de equivalência. 
b) Descreva a classe representada por 1/2. 
c) Descreva a classe a, quando a € Q. 


d) Descreva a classe V2. 


32. Pense na relação T sobre C definida por 
(x + yi) T (z + ti) se, e somente se, xX? + y? = 2? + t? 


com x, y, Z e t reais. 
a) Prove que T é uma relação de equivalência. 
b) Descreva a classe 1 + i. 


33. Mostre que a relação R = {(a + bi, c + di) | b = d} é uma relação de equivalência sobre C : 
e descreva o conjunto quociente C/R. 


34. Mostre que a relação S sobre R? definida por 
(xp y.) S (X, Y,) se, e somente se, x,y, = X,Y, 


é uma relação de equivalência. A seguir descreva as classes (0, 1) e (1, 1). Finalmente : 
descreva R?/S. 


35. Mostre que a relação T sobre R? definida por 
(x, Y)T(x,y,) se e somente se, x, - Y, =X, -Y, 


é uma relação de equivalência. A seguir descreva (1, 1), (1,3) e R?/T. 
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3.5.4 Partição de um conjunto 


Definição 14 - Seja E um conjunto não vazio. Diz-se que uma classe % de subconjuntos 
não vazios de E é uma partição de E se, e somente se: 


e dois membros quaisquer de % ou são iguais ou são disjuntos; 
e aunião dos membros de % é igual a E. 


| Exemplo 14 - 19 3 = {{1}, {2, 3}, (4)) é uma partição do conjunto E= (1, 2,3, 4}. 


E 
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2º) Sejam: 
P=(xeZ |xé par); 
l= {x€ Z | xé ímpar); 


então = {P 1} é uma partição de Z. 


Z 


39 X = (]-00, 0[, [0, 2], ]2, +c0+[) é uma partição de R. 


]—%, O[/ [0, 2] | 12, +%[ 
R 


Provaremos que, através de uma relação de equivalência sobre o conjunto E, fica deter- 
minada uma partição de E (proposição 2). Em seguida, provaremos a recíproca, ou seja, que 
a cada partição de E pode ser associada uma relação de equivalência sobre E (proposição 3). 

Certos conceitos matemáticos, como os de número inteiro, número racional, número 
real, vetor etc., são fixados no plano formal através de relações de equivalência e classes de 
equivalência cuja construção se baseia nos teoremas a seguir. 


Proposição 2 - Se R é uma relação de equivalência sobre um conjunto E, então E/R é 
uma partição de E. 


Demonstração 
a) Seja a E E/R. Como R é reflexiva, aRa e, portanto, a € a. Assim, a + Ø para todo a E E/R. 
b) Sejam q E E/R e b E E/R tais que q N b + Ø. Provaremos que q = b. 


De fato, seja y €anb.Então,yeaey E b e, portanto, yRa e yRb. Daí, aRy e yRb e, portanto, aRb. 
A proposição 1 garante, então, que a = b. 


c) Provemos que Uā c E. 
aeEE 
i) Para cada a € E, temos a C E; portanto, U a GE; 
a 
ii) Sendo x um elemento qualquer de E, então xRx. Daí, x E X e, por conseguinte, x E Ua. 
Assim, EC Ua. 
aEE 


De onde, a tese. 
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Proposição 3 - Se % é uma partição do conjunto E, então existe uma relação R de equi- 
valência sobre E tal que E/R = &. 


Demonstração - Seja R a relação sobre E assim definida: xRy se, e somente se, IA € Y tal que x E€ A e 
y E A, ou seja, x está relacionado com y se existe um conjunto A da partição % ao qual pertencem 
xey. Provaremos que R é relação de equivalência. 
Temos: 
i) Para todo x em E existe um subconjunto A C E tal que A E We x E 4; portanto, xRx. 
ii) Sex ey são elementos quaisquer de E tais que xRy, então x, y E 4, para algum A E X. Obvia- 
mente, então, y, x E 4. Logo yRx. 
iii) Sejam x, y e z elementos quaisquer de E tais que xRy e yRz. Isso significa que x, y E A e y, 
Z E B, para convenientes 4, B E %. Logo, y E A e y E B. Como dois conjuntos quaisquer de & 
que não são disjuntos são necessariamente iguais, então 4 = B. Desse fato decorre que x e z 
pertencem ao mesmo conjunto da classe %. De onde, xRz. 


| Exemplo 15 Bm Dada a partição X = ((a, b, c}, (d, e)) de E = (a, b, c, d, e), a ela podemos associar a 
relação de equivalência R = ((a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (b, c), (c, b), (c, c), (a, o), (c , a), (d, d), (d, e), 
(e, d), (e, e)). 

Observar que E/R = {{a, b, c}, (d e) = X. 


36. Qual é a relação de equivalência associada a cada uma das seguintes partições? 
a) 3,= (a, b}, (c d)); 
b) 3, = (a), {b}, (c d)}; 
c) 3,=((0, +2, +4,...), {+1, +3, £5, ...)). 
37. Quais são as relações de equivalência sobre E = {a, b}? 
38. Descreva uma a uma todas as relações de equivalência sobre 
E= {a, b, c}. 
39. Quantas são as relações de equivalência que podem ser estabelecidas sobre um con- 
junto de 4 elementos? 
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Exercícios complementares 


C4. Seja E o conjunto das retas de um plano q e seja P um ponto fixado de a. Considere a : 
relação R em E assim definida: 


xRy se, e somente se, P E€ x N y. 


R é uma relação de equivalência? 

C5. Seja E um conjunto não vazio. Dados X, Y € P(E), mostre que as relações R e S abaixo : 
definidas são de equivalência em P(E): : 
a) XRY se, e somente se, XN4=YNA; 
b) XSY se, e somente se, XUA=YUA; 
em que 4 é um subconjunto fixado de E. 


C6. Seja R uma relação reflexiva sobre E com as seguintes propriedades: 
a) D(R) =E : 
b) (Va, b, c € E) (se aRc e bRc, então aRb) Mostre que R é uma relação de equivalência. : 


C7. Seja R a relação sobre Z assim definida: 
xRy se, e somente se, x | yey |x 
Mostre que R é uma relação de equivalência e descreva o conjunto quociente Z/R. 
C8. Seja S a relação definida em R? da seguinte forma: 
(x, Y) S (X, y,) se, e somente se, 4x? + 9y? = 4x? + 9y2. 


a) Prove que S é uma relação de equivalência. 
b) Descreva geometricamente a classe (3, 0). 
c) Descreva o conjunto quociente R?/S. 
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3.6 RELAÇÕES DE ORDEM 


3.6.1 Relação de ordem - Conjuntos ordenados 


Definição 15 - Uma relação R sobre um conjunto E não vazio é chamada relação de 
ordem parcial sobre E se, e somente se, R é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Ou seja, 
R deve cumprir respectivamente as seguintes propriedades: 


e sexE E, então xRx; 
e sex YE E, xRy e yRx, então x = y; 
e sex yzEE,xRyeyRz, então xRz. 


Quando R for uma relação de ordem parcial sobre E, para exprimir que (a, b) E R, usa- 


A 


remos a notação a < b (R), que se lê “a precede b na relação R” ou “b segue a na relação R”. 


88 Álgebra moderna 


Para exprimir que (a, b) E R e a + b, usaremos a notação a < b (R), que se lê “a precede estri- 
tamente b na relação R ” ou “b segue estritamente a na relação R ”. 

Outra notação que se poderá usar para exprimir que “a precede b” é “a < b”. Mas isso 
pressupõe o entendimento de que, nesse caso, “<” não significa necessariamente “menor ou 
igual a”, no sentido numérico usual. O sentido é aquele definido pelo contexto da questão em 
foco. Analogamente, a notação “a < b” poderá ser usada para exprimir que “a precede estri- 
tamente b”, com um sentido que não o usual. 


Definição 16 - Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto sobre o qual se de- 
finiu uma certa relação de ordem parcial. 


Definição 17 - Seja R uma relação de ordem parcial sobre E. Os elementos a, b E E se 
dizem comparáveis mediante R se a < b ou b <a. 


Definição 18 - Se dois elementos quaisquer de E forem comparáveis mediante R, então 
R será chamada relação de ordem total sobre E. Nesse caso, o conjunto E é dito conjunto total- 
mente ordenado por R. 


19 A relação R= ((a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)) é uma relação de ordem sobre 
E= (a, b, c}, conforme se pode notar no diagrama a seguir. O conjunto E é totalmente ordenado por R, 
uma vez que não há dois pontos distintos de E que não estejam ligados por uma flecha. 


2º) A relação R sobre R definida por 

xRy se, e somente se, x< y (<: “menor ou igual a”) 
é uma relação de ordem, denominada ordem habitual, pois: 
V)KERSDX<)X); 
(VxyeR)bK<yey<x>x=y); 
(VxyzeRW)kK<yey<z>x<2. 


O conjunto R é totalmente ordenado pela relação de ordem habitual, pois se x, y E R, então x < y 
ou y $ x. 
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3º) A relação R sobre N definida por 
xRy se, e somente se, x | y ( |: “é divisor de”) 


é uma relação de ordem, pois: 

Vo)KENSx|%; 

VWxyeNDGlyeylx>x=y); 

YxyzeN klyeylzəxl2. 

como se pode provar facilmente usando-se o conceito de divisor visto no Capítulo 2, seção 2.3. 


O conjunto N é parcialmente ordenado por essa relação. Essa ordem não ordena totalmente N porque 
há elementos deste conjunto que não são comparáveis por divisibilidade, como, por exemplo, o 2 e o 3: 


2ł3e3ł2. 
4º) A relação de inclusão sobre uma família Ẹ de subconjuntos de um dado conjunto E é uma relação 
de ordem, pois: 
VO)XEFSDXCX); 
VWXYEMNXNCYeYCX>X=7Y); 
VXYZeM)XCYevYcZ>XCcL7). 


40. Seja o conjunto dos números complexos e sejam x = a + bi e y = c + di dois elementos 
de C. Considere a relação R sobre C definida por: 


xRy se, esomentese, a<ceb< ad. 


a) Mostre que R é uma relação de ordem parcial sobre C. 
b) Assinale no plano de Argand-Gauss o conjunto A dos complexos z tais que ZR (1 + 2i) 
e o conjunto B dos complexos z tais que (1 + 2i) Rz. 
c) Decida: C é totalmente ordenado por R? 
41. Prove que, se R é uma relação de ordem parcial sobre E, então R! também é. 
Nota: Nesse caso, R* é denominada ordem oposta de R. 
42. Seja C o conjunto dos números complexos e sejam x = a + bi e y = c + di dois elementos 
de C. Considere a relação S sobre C assim definida: 
xSy se, e somente se, a < cou (a=ceb< d). 
a) Mostre que S é uma relação de ordem parcial sobre C. 
b) Assinale no plano de Argand-Gauss o conjunto A dos complexos z tais que zS (1 + 2i) 
e o conjunto B dos complexos z tais que (1 + 27) S z. 
c) Decida: C é totalmente ordenado por S? 
43. Prove que a relação S sobre N x N tal que (a, b) S (c, d) se, e somente se,a |ceb | dé 
uma relação de ordem. A relação S ordena totalmente N x N? 


ecocoooooocoooooococococoococococoooooocooococooooooosoooooooooooooooooo 
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3.6.2 Representação gráfica simplificada 


Para representar uma relação de ordem sobre um conjunto finito E, podemos utilizar 
um esquema simplificado que substitui o esquema de flechas já visto. É assim: 


e quando aRb, ligamos o elemento a ao elemento b por meio de um traço ascendente; 

e deixamos de desenhar os laços em torno de cada elemento de E (não expomos a pro- 
priedade reflexiva); 

e quando existe um traço ligando a com b e um outro traço ligando b com c, deixamos 
de desenhar um traço ligando a com c (não expomos a propriedade transitiva). 


CAMA 19 E={1,2,3, 4,6,12} 


R é a ordem habitual (<S). 


E é totalmente ordenado por R. 
29) E= {1, 2, 3, 4, 6, 12) 


S é a ordem por divisibilidade. 


E é parcialmente ordenado por S. 


44. Faça o diagrama simplificado das seguintes ordens no conjunto E = (1, 2, 4,5, 10,20): : 
a) ordem habitual; : 
b) ordem por divisibilidade. 
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45. Faça o diagrama simplificado da relação de ordem por inclusão em E = P((a, b}. 

46. Faça o diagrama simplificado da relação de ordem por divisibilidade no conjunto 
E =[2,3,5;6,10,15,30). 

47. Faça o diagrama simplificado da relação de ordem por inclusão no conjunto 


E={{a}, (bi {a b, cita b, dy la bc dh ta bc d e). 


COCO COLCCOLCLCCCCCOLCCOLCCLCCLCCOLCCCCOLCCOLCCO COLOCO 


3.7 LIMITES SUPERIORES E INFERIORES 


Seja E um conjunto parcialmente ordenado mediante a relação <. Seja 4 um subconjunto 
de E, com 4 + Ø. 


Definição 19 - Um elemento L E E é um limite superior de A se, para todo x E A , valer 
X< L, isto é, qualquer elemento de A precede L. 


Definição 20 - Um elemento ? E E é um limite inferior de A se, para todo x E 4, valer 
£ <x, isto é, ? precede qualquer elemento de 4. 


3.8 MÁXIMO E MÍNIMO 


Seja 4 um subconjunto não vazio do conjunto E parcialmente ordenado pela relação <. 


Definição 21 - Um elemento M E A é um máximo de A se, para todo x E 4, valer x < M, 
isto é se M é um limite superior de A e pertence a 4. 


Definição 22 - Um elemento m E A é um mínimo de A se, para todo x €E 4, valer m < x, 
isto é, se m é um limite inferior de 4 e pertence a 4. 


Proposição 4 - Se A é um subconjunto do conjunto parcialmente ordenado E e existe 
um máximo (ou mínimo) de 4, então ele é único. 


Demonstração - Admitamos que M, e M, sejam máximos de A. Como M, é máximo de A e M, E A, 
então M, < M.. Por raciocínio análogo, prova-se que M, < M,. Logo, M, = M,. 
Para o mínimo, a demonstração é semelhante. 


3.9 SUPREMO E ÍNFIMO 


Definição 23 - Seja 4 um subconjunto não vazio do conjunto parcialmente ordenado E. 
Chama-se supremo de A o mínimo, caso exista, do conjunto dos limites superiores de A. 
Chama-se ínfimo de A o máximo, caso exista, do conjunto dos limites inferiores de 4. 
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3.9.1 Elementos maximais e minimais 


Seja A um subconjunto não vazio do conjunto parcialmente ordenado E. 


Definição 24 - Um elemento m, € A é um elemento maximal de A se nenhum elemento 
de A segue estritamente m,. Em outras palavras: se x E€ A em < x, então m, =x. 


Definição 25 - Um elemento m, € A é um elemento minimal de A se nenhum elemento 
de A precede estritamente m,. Em outras palavras: se x € A e x < m, , então m, =x. 


19 Se E=R, A= {x€ R|0<x< 1}=]0, 1] e a ordem é a habitual, temos: 
a) são limites superiores de A os números reais L > 1; 

b) são limites inferiores de A os números reais / < 0; 

c) o máximo de A é 1; 

d) Anão possui mínimo; 

e) o supremo de A é 1; 

f) o ínfimo de A é 0; 

g) 1 éo único elemento maximal de A; 


h) Anão tem elementos minimais. 


ínfimo máximo e supremo 
0 
DE (O Jumm. o ERRO 
limites inferiores limites superiores 


2°) Se E= {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36}, A = (2,4, 6} e a ordem é a divisibilidade, o diagrama simplificado 
abaixo mostra que: 


a) os limites superiores de A são 12 e 36; 
b) os limites inferiores de A são 1 e 2; 

c) Atem mínimo 2 e não tem máximo; 

d) A tem ínfimo 2 e supremo 12; 

e) só 2 é elemento minimal de A; 


f) os elementos maximais de A são 4 e 6. 
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Determine os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o ínfimo, o máximo 
e o mínimo de 4 = (d, e}. 


49. Seja A = {x E€ Q | 0 < x? < 2) um subconjunto de Q, em que se considera a relação de 
ordem habitual. Determine os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o 
ínfimo, o máximo e o mínimo de 4. 


50. Utilize o resultado do exercício 46 e determine os limites superiores, os limites inferio- 
res, o supremo, o ínfimo, o máximo e o mínimo de A = (6, 10). 


51. Utilize o resultado do exercício 47 e determine os limites superiores, os limites infe- 
riores, o supremo, o ínfimo, o máximo e o mínimo de 4 = (fa, b, c} Za, b, dy, (a, b, c, d}}. 


52. Considere a relação R definida em N x N da seguinte forma: 
(a, b) R (c, d) se, e somentese, a | ceb <d. 


a) Prove que R é uma relação de ordem parcial. 
b) Determine os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o ínfimo, o má- 
ximo e o mínimo de A = {(1, 2), (2, 1)}. 


Exercícios complementares 


C9. Sejam E e F dois conjuntos totalmente ordenados pela relação <. Sejam o = (x, y) e 
B = (x; y’) elementos de E x F, em que está definida a relação R da forma seguinte: 


aRP se, e somente se, (x < x’ ou (x =x ey <y’)). 


Prove que R é uma relação de ordem total em E x F. 


C10. Faça um diagrama simplificado da relação de inclusão sobre P(E) em que E = (a, b, c}, 
comażb+żc+a. 


eccococococoooooooosoocooococooocococoooooocooosoocooooooooocooooooocooooooooooooooocoooooooocoooooooocococococoooooooooooooococooooooooooo 
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3.10 APLICAÇÕES 


3.10.1 Nota histórica: a formação do conceito de função 


Só no século XIX a ideia de função ganharia forma matemática. Mas desde a Antiguidade 
ela aparece embrionariamente, como, por exemplo, entre os babilônios. Efetivamente, os 
babilônios foram exímios produtores de tábuas matemáticas. Uma das remanescentes traz 
os valores de nº + nº, para n = 1, 2, 3, ..., 20, 30, 40 e 50. Obviamente, não seria forçado asso- 
ciá-la à função f cujo domínio é (1, 2,3, ..., 29, 30, 40, 50) e está definida por f(x) = x? + x?. Mas, 
como possivelmente essa tábua foi construída para permitir a resolução de equações do tipo 
xX + xX? =c , pode-se ver nela ainda o germe da ideia de função inversa. De fato, ao se resolver 
a equação x? + x? = 80, por exemplo, o que se procura é o número n tal que f(n) = 80, ou seja, 
a “imagem” de 80 pela “função inversa” de f. 

Em sua obra-prima, O almagesto, Claúdio Ptolomeu (século II d.C.) deu um grande passo 
nessa matéria. Em seu livro I (são 13 ao todo) há uma tábua com as cordas dos arcos de 1/2º 
a 180º em intervalos de 1/2º. Essas cordas são, na verdade, os ancestrais mais remotos de 
nossos senos. Como Ptolomeu usou também suas tábuas em sentido contrário, para achar, 
por exemplo, o arco de uma dada corda, é plausível dizer que a ideia de função inversa tam- 
bém está presente em sua obra. Mas o grande passo de Ptolomeu foi mostrar como interpolar 
linhas em sua tábua para qualquer valor da “variável independente” (o arco), o que sugeria 
um caminho para um estudo computacional de fenômenos contínuos. 

No Período Medieval não se verificaram avanços significativos na formação do conceito 
de função. De um lado porque a álgebra literal, fundamental para explorar esse conceito, só 
seria criada no final do século XVI. De outro, porque a ciência ainda não elegera a descrição 
quantitativa dos fenômenos como meta, o que só aconteceria no Renascimento, graças prin- 
cipalmente a Galileu Galilei (1564-1642). Portanto, não sem motivos, há historiadores que 
atribuem a esse sábio a criação do conceito de função. 

Galileu aplicou seu método científico principalmente ao estudo do movimento. Por 
exemplo, em Diálogos sobre duas novas ciências (1638), encontra-se a seguinte lei: “Os espa- 
ços percorridos por um corpo que sai do repouso em movimento uniformemente acelerado 
estão entre si como os quadrados dos tempos gastos para percorrê-los”. Ou seja, se para 
percorrer determinado espaço s, o tempo gasto é t, e se para percorrer um espaço s o tempo 
gasto é t, então 


Com o desenvolvimento e a difusão da simbologia algébrica (ignorada por Galileu), essa 
lei passaria a ser escrita assim: 


s= ke: 


em que k=s,/t?, destacando-se o espaço em termos do tempo. 
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Mas quem primeiro conseguiu fundir à ideia de variabilidade uma simbologia algébrica 
conveniente, ao representar lugares geométricos por meio de equações algébricas e fazer a 
correspondência entre as variáveis a fim de poder esboçar o gráfico correspondente, foi o filó- 
sofo e matemático francês René Descartes (1596- 1650), o criador da geometria analítica. 

Na segunda metade do século XVII, o matemático alemão G. W. Leibniz (1646- 1716) 
usaria pela primeira vez a palavra função. Também se deve a Leibniz a introdução das pala- 
vras variável, constante e parâmetro, hoje corriqueiras na linguagem matemática. Mas a 
notação f(x) para indicar uma função só seria introduzida em 1734 pelo matemático suíço L. 
Euler (1707-1783). 


3.10.2 Aplicação - Função 


Definição 26 - Seja f uma relação de E em F. Dizemos que f é uma aplicação de E em F 
se, e somente se: 


i) o domínio de fé E, isto é, D(f) = E; 
ii) dado um elemento a E D(f ), é único o elemento b E F tal que (a, b) e f. 
Se fé uma aplicação de E em F, escrevemos: 

b = f(a) (lê-se “b é imagem de a pela f”) 


para indicar que (a, b) E f. 
Usaremos também a notação 


f:E>F 
para indicar que f é uma aplicação de E em F. Às vezes, usaremos a notação 
x» f(x) 


para indicar a aplicação fem que f(x) é a imagem do elemento genérico x de E. 
O conjunto F é chamado contradomínio de f. 


Igualdade: decorre diretamente da definição de relação (seção 3.1.2 deste capítulo) a 
seguinte proposição: se f: E > F e g: E > F, então f = g se f(x) = g(x) para todo x E E. 


Função: se f: E > F e o contradomínio F é um conjunto numérico (portanto, Fé subconjunto 
de C), é usual chamar f de função. Frequentemente, contudo, usa-se a palavra função para 
designar uma aplicação qualquer. 


Cu bREI e contraexemplos 5: 


19Se E= {a, b, c, d} e F= {m, n, p, q, 1), consideremos as relações de E em F seguintes: 
R = {(a, n), (b, p), (c, Q}; 
R, = {(a, m), (b, n), (c , q), (d, 1); 
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R, = ((a, n), (b, n), (c, q), (d, Dy; 
R,= {(a, m), (b, n), (b, p), (c, D, (d, q). 
Examinemos os diagramas de flechas: 


Ri 


Em 
mn 
Em 
mn 


tm 


Temos: 

R,e R, são aplicações; 

R, não é aplicação, pois D(R) = (a, b, c} + E, uma vez que d é D(R)); 

R, não é aplicação, pois (b, n) E R, e (b, p) E R, portanto, b tem dois “correspondentes” em F. 
2º) Se E= F= R, consideremos as seguintes relações de R em R. 

R =% y) ER | xX = y}; 

R=(gD)EeR|X+y=1); 

R, = {x yY) E R | y= x. 


Examinemos seus gráficos cartesianos: 


A relação R, não é aplicação, pois, por exemplo, para a = 1 existem b = 1 e b'= -1 tais que (a, b) e 
(a, b) estão em R.. 


A relação R, não é aplicação, pois D(R,) = [-1, 1] + R e também porque, por exemplo, para a = 0 existem 
b=1 e Þb' = -1 tais que (a, b) E€ R, e (a, b) E€ R, 


A relação R, é aplicação de R em R. 
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53. Se E = {1, 2, 3, 4} e F = {a, b, c}, quais das relações abaixo são aplicações de E em F? 
R, = {(1, a), (2, b), (3,0)) 
R, = {(1, a), (2, b), (3,0), (4, c)) 
R, = {(1, b), (1 c), (2, b), (3, c), (4, a)) 
R, = {(1 0), (2 c), (3, c), (4,0) 
54. Considere a relação R = {(x, y) E R x R | x? + y? = 9}. R é uma aplicação? 
55. Considere a relação R = {(x, y) E Q x Q | mx + ny = 1}, em que m e n são números intei- ; 
ros dados. Quais são as condições sobre m e n para que R seja uma aplicação? : 


56. Descreva todas as aplicações de E = {0, 1, 2} em F = {3, 4}. 


57. Descreva como conjunto de pares ordenados a função f: E > F dada pela lei: 


E 1,sexEQ 
fœ) = -1,sex¢ Q 


São dados: E = {0, 1,3:V2 m} eF=Z. 


58. Seja f: N x N > N tal que f(x, y) = mdc (x, y). 
Determine f (5, 1), f(12, 8), f(3, 7), f(0, 5) e f(0, 0). 


59. A aplicação f: R > R é dada pela lei 


2x+5,sex<-1 
fl)=|x2+2,se-l<x<1 
3x, sex>1 


Determine f(0), f (5), st Sta est A 


60. Decida em cada caso se f e g são funções iguais ou distintas. 
Bis 
a) f) EE g) =x-1exER-(1) 


b) f(x) = 1, g(x) = x* e x E {1, -1, i, -i) 
c) f(x) =xX,x ER egy) =y?,y € [-1, 1] 


mee O oooooooooooocoooooooocoooosocoooooooooooocoooooooooococococoocoooooooocoooosoooooooooooooo 
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3.10.3 Imagem direta/Imagem inversa 


Seja uma aplicação f: E > F. 


Definição 27 - Dado A c E, chama-se imagem direta de A, segundo f, e indica-se por f (A) 
o seguinte subconjunto de F: 


HA) =F |x e 4) 


isto é, f(A) é o conjunto das imagens por f dos elementos de A. Portanto, f(E) = Im(/). 


Definição 28 - Dado B c F, chama-se imagem inversa de B, segundo f, e indica-se por 
f (B), o seguinte subconjunto de E: 
fB)=txe E | f(x) E B} 


isto é, f!(B) é o conjunto dos elementos de E que têm imagem em B através de f. 


1º) Se E= {1, 3, 5, 7, 9}, F= {0, 2, 4, 6, 8 ,10, 12} e f: E> Fé dada por f09) = x +1, temos: 
FRS, 5, 7) = {f), f6), F0D) = {4, 6, 8); 

FCE) = (OD, FC), FO), fO), fF) = {2, 4, 6, 8, 10); 

FØ) = 6; 

f” Q2, 4, 10) = (XE E | f E (2,4, 10} = (1,3, 9); 

f” ({0, 12) = {x E E | fœ E {0, 12} = Ø. 
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29) Se E= F= R e f: R > R é dada pela lei f(x) = x?, temos: 
f, 2, 3) = (1, 4, 9); 

fdo, 2) = {F | 0 < x < 2} = {x? | 0 < X< 2} = [0, 4]; 
f0-1, 3D = {x | -1 < x < 3} = [0, 9[; 

f` ({0, 4, 16} = {x E R | x? E {0, 4, 16} = {0, +2, +4}; 

fF 0, 9) = {xE R | 1 <x < 9} = [-8, -1] u [1, 3]; 

F RYI=KER|X<0=0. 


39 Seja f: R > R tal que: 


0,sexEeQ 
FO) = I,sexeR-Q 


Temos: 

fQ) = (f09 | x E€ Q} = (0); 
fR-D=(0)|xeR-Q)=(3, 
fU2, 3D)=Ul| xe 2,3) = {0, 1); 
Fr 0) = (x ER | Fœ = 0} = Q; 

F” (U4, 5) = {xE R | fœ E [4, 5) = Ø. 


61. O diagrama abaixo representa uma aplicação f: E > F. Determine: 
a) f(O, 13) 
b) f({3, 43) 
c) f1, 2,5} 
d) f(E) 
e) f” {7,8} 
f) 10) 


62. Considere a função f: R > R dada por f(x) = |x|. Determine: 


a) f(1) f} fR) 

b) f(-3) g) f (0, 3]) 
c) f(1- v2) h) 1, 3) 
d) f([-1,1]) D) fR 


e) f(-1,2]) 
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63. Seja f: R > R, dada pela lei: 


x, sex<0 

fog = ix sex> 0 
Determine: 
a) f([-1,8]) d) f” ([1,16]) 
b) f(R_) e) f* ([-1,16]) 
c) FR) f) (R5 

64. Seja f: N* x N > N dada pela lei f(x, y) = x. Determine: 

a) f (0, 2) f) Fp 
b) f(3, 0) g) f(La) EN 
c) f(3,4) h) f“ ({p}), p primo 
d) f'((16)) i) fo) 


e) f'(1625)) 


DOC CCLCCOLOLOLCLCCLCCLCCLCLCLCLELCLCCCLCCLCLLCCLUCCLCLELCLCCCLOCLCLCCCCLOCCCC CCC. 


3.10.4 Aplicações injetoras/Aplicações sobrejetoras 


Seja uma aplicação f: E > F. 


Definição 29 - Dizemos que f é uma aplicação injetora ou injeção se dois elementos 
diferentes quaisquer de E têm imagens diferentes. Em outras palavras, se para quaisquer 
Xp X, E E, tais que x, + x, valer f(x,) + f(x,). 

Notemos que a contrapositiva da definição anterior é: sex, x, E E e f(x,) = f(x,), então 
x, =X, Normalmente se usa essa contrapositiva, que é equivalente à definição, para verificar 
se fé injetora ou não. 

Negando-se a definição 29, obtém-se uma condição para que f não seja injetora. Logo, 
f não é injetora se existem x, x, E E, tais que x, + x, e f(x) = f(x,). 


Definição 30 - Dizemos que f é uma aplicação sobrejetora ou sobrejeção quando se 
verificar a seguinte condição: 


Im(f) =F 


Observando-se que para toda f: E > F tem-se Im( f ) c F, então basta provar que F c Im( f) 
para estabelecer que f é sobrejetora. Ou seja, basta mostrar que para todo y €E F existe x E€ E 
tal que f(x) = y. 

Portanto, uma aplicação f: E > F não é sobrejetora se existe y € F tal que, qualquer que 
seja x E E, f(x) + y. 
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Definição 31 - Dizemos que fé uma aplicação bijetora ou bijeção quando fé injetora e 
sobrejetora. 


| Exemplo 21 g e contraexemplos 6: 

19) Se E= {a, b, c, d} e F= {0, 1, 2, 3, 4}, a aplicação f = ((a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4)) de E em Fé injetora. 
Notemos que no esquema de flechas de uma aplicação injetora não há flechas diferentes que conver- 
gem para o mesmo elemento de F. 


E F 


T 


Podemos notar também que f não é sobrejetora, pois 0 € Fe 0 ¢ Im(f). 
2°) Se E= {a, b, c, d} e F= {0, 1, 2}, a aplicação f = ((a, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 2)} de E em Fé sobrejetora. 


Notemos que no esquema de flechas de uma aplicação sobrejetora todo elemento de F serve de extre- 
midade para alguma flecha. 


Podemos notar também que f não é injetora, pois c + de f(c) = f(d) = 2. 
39) A aplicação f: R > R dada pela lei f(x) = 3x - 1 é bijetora, pois: 
i) dados x,, x, E R, temos: 

foO)=f0)=>3x-1=3x,-1>x =x, 
portanto, f é injetora; 


ii) dado y E R, provemos que existe xe R tal que f) = y: 


y+1 
3x-1=y> 3x=y+1> x= — 7 ER, 


portanto, f é sobrejetora. 
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Nota 
As aplicações não podem ser divididas em injetoras ou sobrejetoras. Há muitas e muitas aplicações que 
não são injetoras nem sobrejetoras. Por exemplo, a aplicação f: R > R dada pela lei f(x) = x? não é 
injetora, pois 
2 + -2 e f(2) = f-2)=4 
e não é sobrejetora, pois 
-1TERedxeR|xX=-1. 


65. Quais das seguintes aplicações de E = (a, b, c, d, e} em F = {0, 1, 2, 3, 4, 5} são injetoras? : 
a) f, ={(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4), (e, 5)). f 
b) f, = {(a, 5), (b, 4), (c , 2), (a, 1), (e, 0)). 
c) f, ={(a, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 0), (e, 3)). 
d) f,={(a, 5), (b, 5), (c, 5), (d, 5), (e, 5)). 
66. Quais das seguintes aplicações de E = {a, b, c, d, e} em F = {1, 2, 3, 4} são sobrejetoras? 
a) f, ={(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 1), (e, 3)). 
b) f, = {(a, 2), (b, 1), (c, 3), (d, 3), (e, 4)). 
c) f, ={(a, 3), (b, 3), (c, 1), (d, 2), (e, 1)). 
d) f,={(a, 4), (b, 4), (c, 2), (d, 3), (e, 1)). 
67. Descreva uma a uma todas as aplicações injetoras de E = {a, b} em F = {1, 2, 3}. 
68. Descreva uma a uma todas as aplicações sobrejetoras de E = {a, b, c} em F = {1, 2}. 


69. Determine todas as aplicações bijetoras (ou permutações) de E em E sendo E = {a, b, c} ; 
constituído por três elementos distintos. 

70. Seja f: N x N > N dada pela lei f(x, y) = mdc(x, y). 
a) Determine: f(2, 3), f(0, 5) e f(24, 36). 
b) fé injetora? 
c) fé sobrejetora? 

71. Dê um argumento razoável para justificar que toda aplicação injetora de um conjunto ; 
finito E em si mesmo é também sobrejetora. 

72. Dê um argumento razoável para justificar que toda aplicação sobrejetora de um ; 
conjunto finito E em si mesmo é também injetora. 


73. Considere as seguintes funções de R em R. 


a) y=3. e) y=». 
b) y=x+2. f) y= xl. 
c) y=x2-5x+6. g) y=senx. 
d) y= zx 


je sex+0 
h) x’ 
y=2,sex=0. 


Quais são injetoras? Quais são sobrejetoras? 
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74. Prove que a aplicação f: R? > R? tal que f (x, y) = ( Vx , y5) é sobrejetora. 

75. Mostre que a aplicação f: Z > Z dada pela lei f(n) = 2n, n E Z, é injetora mas não é : 
sobrejetora. 

76. Sendo a, b, c, d inteiros, quais são as condições para que a aplicação f: Z x Z > Z x Z : 
definida por f(x, y) = (ax + b, cy + d) seja injetora? 

77. Prove que f: R > R definida por f(x) = ax + b, com a e b constantes reais e a + 0, é uma : 
aplicação bijetora. 


78. Mostre que 


f a4 E . _ax-b 
pr >R- = dada pela leiy = "4 


, 


em que a, b, ce d são constantes reais, c + 0 e ad - bc + 0, é uma aplicação bijetora. 
79. Seja f: R? > R dada por f(x, y) = xy. 
a) féinjetora? 
b) fé sobrejetora? 
c) Determine f!(40)). 
d) Determine f([0, 1] x [0,2]). 
e) Determine f({(x, y) |x =y}. 
80. Considere a aplicação f: Z? > 7? tal que f(x, y) = (2x + 3, 4y + 5). Prove que fé injetora. : 
Verifique se fé bijetora. : 
81. Dois conjuntos, 4 e B, são equipotentes quando A = B = Ø ou existe f: A > B bijetora. : 
Mostre, em cada caso seguinte, que os conjuntos A e B são equipotentes. 
a) A4=NeB=N* 
b) 4=ZeB=N 
c) 4=ReB=R, 
d) A= ]-1, 1[e B= Ja, b|, coma e b reais ea < b. 
Sugestão: Descubra, em cada caso, f: A > B bijetora. 


eecocooooooooocoooooooooooosooocooooooooocoooooooosooosocooooocoocooooooooooooooooooooooo 


3.10.5 Aplicação inversa 


Seja a aplicação f: E > F. Por definição, f é uma relação de E em F com certas 
particularidades: 


i) D(f) =£; 


ii) todo x E E tem imagem única f(x) € F. 


Seja f! a relação inversa de f. Pode acontecer que f! não seja uma aplicação de F em E. 
Voltando ao exemplo 21, temos: 
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e f={(a 1), (b, 2) (c 3), (d, 4)) 
f” =1(1, a), (2, b), (3, c), (4, d)} 
f~” não é aplicação de F em E, pois D(f!) = {1, 2, 3, 4} + F. 
e f= {(a, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 2)} 
f” = (0, a), (1, b), (2, c), (2, d)} 
f” não é aplicação de F em E, pois (2, c) E€ f+ e (2, d) E€ f+, sendo c + d. 


O teorema seguinte estabelece em que condições f! é uma aplicação. 


Proposição 5 - Seja f: E > F uma aplicação. Uma condição necessária e suficiente para 
que f* seja uma aplicação de F em E é que f seja bijetora. 


Demonstração - Provemos que, se f* é aplicação, então fé bijetora. 

a) Sejam x, x, E E, tais que f(x,) =y = f(x,). Então (x,y) Efe (x,y) Efe daí, (y, x,) Ef” e (y, x) ef”. 
Como f“ é aplicação, podemos escrever x, = f"(y) ex, = f+ (y) e concluir, uma vez que f(y) é único, 
que x, = x, Está provado que fé injetora. 

Seja y E F. Como f+ é aplicação de F em E, existe x E E tal que f!(y)= x e, portanto, f(x) = y. 
Está provado que fé sobrejetora. 

b) Provemos que, se fé bijetora, então f! é aplicação. 

Como fé sobrejetora, dado y E F, existe x € E tal que f(x) = y e, portanto, (y, x) E ft. Está provado 
que D(f!) = F. 

Seja y E Fe suponhamos (y, x,) Ef" e (y, x,) Ef”. Então (x,y) Efe (x„ y) E fou, considerando-se 
que fé aplicação, f(x,) = y = f(x,). Como, porém, f é injetora, conclui-se dessas igualdades que 
x, =X, Isso mostra que, para cada y € E há um único elemento x tal que (y, x) Ef”. 

De a) e b) segue que f* é uma aplicação de F em E. 


| Exemplo 22 pm Já vimos que a aplicação f: R > R tal que f(x) = 3x - 1 é bijetora. Determinemos a 
aplicação f”, inversa de f. 


fF'=0IER]| ~ yE = yə ER|y=3x-1}= 


x+1 
= (lx DER |x=3y-1)=) DER |y="— 
; : x+1 
Portanto, f~ é a aplicação de R em R dada pela lei f°) = 3 


Nota 


Pode ser provado que, se f é bijetora, então f' também é. Sendo f` bijetora, a relação inversa de f~ 
também é aplicação. Mas (f"')! = f; então fe f' são aplicações inversas uma da outra. 
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82. Determine a aplicação inversa de f: R > R definida por f(x) = ax + b, coma e b constantes : 
reais e a + 0. : 


83. Descreva a aplicação inversa de 
d b 


pt = a dy — IX 
fR [i>r [E] dada pela tei y = 


> 


em que a, b, c, d são constantes reais, c + 0 e ad - bc + 0. 


84. Descreva a aplicação inversa de f: Z? > Z? dada por f(x, y) = (x + 3, 2 - y). 


sescocococooocoooocooososocococococococooocoococococococococoococosocooooooocoooooooooooooo 


3.10.6 Composição de aplicações 


Definição 32 - Sejam f: E > F e g: F > G duas aplicações. Chama-se composta de fe g a 
aplicação (indicada por gof) de E em G definida da seguinte maneira: 


UA = 9(f0)) 


para todo x E E. 


CAE 19 Sejam E= {a, a, a, a), F= {b, b, b, b, b} e G= {c, c, c). Consideremos as 
aplicações: 

f=((a, b), (a, b,), (a, b,), (a, b,)) de E em F 

9=((b, c), (b, c), (b, Cc), (b, Cc), (b, c))) de Fem G 

A aplicação composta de f e g, de acordo com a definição, é go f: E > G tal que: 

(go f) (a) = g(f(a) = g(b) = c, 

(go f) (a) = g(f(a) = gb) = C, 

(go f) (a) = g a) = gb) = c, 

(go f) (a) = g aD) = gb) = c, 

isto é, go f = ((a, c), (a, c), (a, c), (a, c))). 
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2º) Sendo f: R > R definida por f0)=3xe g: R > R definida por go) = x?, Y x € R, a aplicação composta 
de f e g é gof: R > R definida por: 


(go PC = 940) = F = BX = 90º. 


3º) Sejam f: R > R definida por fW) = 2* e g: R, > R definida por g09) = vx . A aplicação composta de 
fegé gof: R -> R definida por: 


GNH = gF) = V = VZ. 


Notas 
) A composta de f e g só está definida quando o contradomínio de f coincide com o domínio de g 
(conjunto F). 
ii) A composta de f e g tem o mesmo domínio de f (conjunto E) e o mesmo contradomínio de g (conjunto G). 
iii) Quando E= G, ou seja, f: E > Fe g: F> E, então é possível definir, além de gof, a composta de g e 
f (indicada por (fog): é a aplicação de F em F que obedece à lei 
Co gl) = f) 
para todo x E F. 


Retomando os exemplos anteriores, temos: 
2º) A aplicação fog: R > R é tal que: 
Go g)0) = fU) = 3 - gW = 3x? 
3º) A aplicação fog: R, > R, é tal que: 
FODA = f(g09) = 299 = 2%. 


iv) Se f: E > Fe g: F > E, então existem gof e fog, mas pode ocorrer de gof + fog. Sugerimos ao es- 
tudante encontrar exemplos disso. 


Proposição 6 - Se f: E > F e g: F > G são injetoras, então gof é injetora. 


Demonstração - Sejam x,, x, E E tais que (gof) (x,) = (gof)(x,). Então g(f(x))) = g(f(x,)) e, como g 
é injetora, f(x,) = f(x,). Usando-se agora a hipótese de que fé injetora, conclui-se que x, = x,. 
Logo, gof é injetora. 


Proposição 7 - Se f: E > F e g: F > G são sobrejetoras, então gof é sobrejetora. 


Demonstração - Seja z E G. Como g é sobrejetora, existe um y E F tal que g(y) = z. Sendo f sobreje- 
tora, existe um x € E tal que f(x) = y. Assim, temos: 


z=90) = 909) = WAP) 


Isso prova que gof é sobrejetora. 
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Nota 

Quando compomos duas aplicações tais que uma é injetora e a outra é sobrejetora, de 
maneira geral nada podemos afirmar sobre a composta. 

Veja o exemplo 23, à pagina 121. Temos: finjetora, g sobrejetora e gof não é injetora nem 
sobrejetora. 


85. Sejam A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7} e C = {8, 9, 0}. 
Seja f: A > B dada por f(1) = 4, f(2) = 5 e f(3) = 6. 
Seja g: B > C dada por g(4) = g(5) = 8, g(6) = 9 e g(7) = 0. : 
Descreva pelos pares ordenados a aplicação gof. A aplicação gof é injetora ou sobrejetora? : 
86. Considere as aplicações f, g, h, sobre E = (a, b, c, d} dadas nos diagramas abaixo. Deter- : 
mine as compostas gof, fog, goh, hog, hof e hoh. 


f g h 
= 

7 B> 
E ran 


87. Sejam f, g, h funções de R em R definidas pelas leis f(x) = x + 2, g(x) = x? - 1 e h(x) = 3x. 
a) Determine as compostas fog, foh, gof, gog, goh e hog. 
b) Verifique que (fog)oh = fo(goh). 

88. Considere as funções fe g de R em R definidas pelas regras f(x) =x? + 1 e g(x) =x +1. 
Determine as compostas fog, gof, fof e gog. 

89. Sendo f(x) = ax", com a E R e n E€ N*, determine a e n de modo que (fof) (x) = 3x*. 

90. Considere as funções f: R > R dada por f(x) = 2x + 7 e fog : R > R dada por (fog)(x) = 
= 4x? - 2x + 3. Determine a função g. 


91. Sejam fe g duas funções de R em R assim definidas: 


x+1,sex>0 
-x+1,sex<0 


fl) = e g(x)=3x-2. 


Determine as compostas fog e gof. 
92. Sendo f: R > R a função dada pela fórmula: 


x+1,sex<0 
1-2x,sex>0 


fl) = 


recesso seco 


Determine a composta fof. 
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93 Determine as compostas fog e gof, sendo fe g funções de R em R definidas por: 


x, sex<0 (3) 1-x,sex<1 
e g(x) = : 
2x, sex>0 9 l+x,sex>1 


fl) = 


3.10.7 Aplicação idêntica 


Definição 33 - Dado E + Ø, chama-se aplicação idêntica de E a aplicação i,: E > E dada 
pela lei i,(x) = x, para todo x E E. 

Notemos que para cada E existe uma aplicação idêntica i, e ainda que, se E + F, então 
i, É i,, por terem diferentes domínios. 


Proposição 8 - Se f: E > F é bijetora, então: 


BF perih 


Demonstração - Já vimos que se fé bijetora, então f”! é uma aplicação de F em E. Ademais, em 
virtude da definição de imagem de uma relação, são equivalentes as igualdades f(x) = y ef(y) = x. 
Daí, 

SU O) =y e FPU) =x 
ou seja: 

CO) =y e fof) (x) =x. 
De onde, fof! =i, e ftof = ip 


Proposição 9 - Se f: E > F e g: F > E, então: 


a) foi,=Liof=f gi, =gei,0g=9; 
b) se gof = i,e fog = i, então fe g são bijetoras e g = f*. 


Demonstração - a) Provemos, por exemplo, que foi, = f. 
Como f: E > Fei, E > E, então D(foi,) = E = D(f). Dado qualquer x E E, temos: 


Coide) =f) =f) 


Logo, foi, = f. 

b) Provemos, por exemplo, que fé bijetora. 

Sejam x, x, E E elementos tais que f(x,) = f(x,). Então g(f(x)) = g(f(x,)). Daí (gof)(x) = (gof)(x,) 
ou, levando-se em conta a hipótese, i,(x,) = i(x,). 

De onde, x, = x, conclusão que garante ser fuma aplicação injetora. 
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Para mostrar que fé sobrejetora, tomemos y E F. Então y = (7) = (fog)() = f(9(0)) = f(x), em 
que x = g(y) E E. Portanto, fé sobrejetora. 

Provemos que g = f”. 

Temos D(f*) = F = D(g) e fog = i, = fof*; logo, f(g(x)) = f0), para todo x E F. 

Mas, como fé injetora, resulta g(x) = f +(x), para todo x E F. 


Exercícios | 
94. Sendo f: R* > R - {1} tal que f(x) = ni eg:R-{1}em R*talque g(x) = É. deter- ; 
x- E 


mine fog e gof. O que se conclui do resultado obtido? 


95. Considere as aplicações de Rem R: 
fl)=x+2eg(x)=x2-x. 
a) Determine as aplicações fog, fof e gog. 
b) Descreva a aplicação h tal que foh = hof= i.. : 
96. Sendo f: N > N dada pela lei f(n) = n + 1, mostre que há infinitas funções g: N > N tais : 
que gof = i,. A função fé invertível (f é aplicação)? 


n+1 
2 


existem infinitas funções h: N > N tais que gof = i,. A função g é invertível? 


97. Sendo g: N > N tal que g(n) = > sen é pare g(n) = se n é ímpar, mostre que À 


98. Se f: E > F e g: F > E são tais que gof = i,, quais das seguintes afirmações são verdadeiras? : 
a) g=f; 
b) fé sobrejetora; 
c) féinjetora; 
d) g é injetora; 
e) g é sobrejetora. 
99. Sejam as aplicações f: E > F e g: F > E. Prove que: 
a) se gof é injetora, então fé injetora; 
b) se gof é sobrejetora, então g é sobrejetora. : 
100. Sejam as aplicações f: E > FE g: E > F e h: F > G. Prove que se h é injetora e hog = hof, l 
então g = f. : 


COCO CLCOLLCCLCLCCCLCLCECLCCCUCCLCCCCCCCCCLO COLOCO LO d00s 


3.10.8 Restrição e prolongamento de uma aplicação 


Definição 34 - Seja f: E > Fe seja A c E, com A + Ø. Chama-se restrição de fao subcon- 
junto A a aplicação f | A: A > F assim definida: 


CIAR = fl) 


para todo x E 4. 
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Definição 35 - Seja f: E > F e sejam B D E e CD F. Chama-se prolongamento de f ao 
conjunto B toda aplicação g: B > C tal que g(x) = f(x), para todo x E E. 


CAA — 19 Consideremos f: R' >R dada por f) = Z . 


Se A= (2, 4,6,..), então f |A= |2 z} 


5 , | é a restrição de f ao conjunto A. 


e 
4)! 6 


A função g: R > R dada por g(0) = 1 e gW) = f09), Yx € R*, é um prolongamento de f ao conjunto R. 
2º) Consideremos f: C > R, dada por f (x + yi) = VX? + y?. 

Note que f associa a cada número complexo o seu módulo. 

Seja g: R > R* dada por g = |xl. 


Então g é a restrição de f ao conjunto R, pois, para todo x € R, temos: 


FW = f + 0i) = VL + C = V = |x| = go. 


3.10.9 Aplicações monótonas 


Definição 36 - Sejam E e F dois conjuntos parcialmente ordenados e seja f: E > E Por 
comodidade, indicamos com o mesmo símbolo (<) as relações de ordem sobre E e sobre F, 
mas pode não se tratar da mesma relação. 

Dizemos que fé uma aplicação crescente em E se f(x) < f(x) sempre que x < x. Ou seja, 
fé crescente se para quaisquer x, x E E, com x < x, valer f(x) < f(x”. 

Dizemos que f é uma aplicação decrescente em E se f(x” < f(x) sempre que x < x. Em 
outras palavras, fé decrescente se para quaisquer x, xX’ E E, com x < x; valer f(x) < f(x). 

Uma aplicação crescente ou decrescente em E será chamada aplicação monótona em E. 


Definição 37 - Uma aplicação f: E > F é chamada aplicação estritamente monótona em 
Ese é: 
e estritamente crescente, isto é: 
Vxx EE x<x implica f(x) < f(x); 
ou 
e estritamente decrescente, isto é: 
Vxx EE x<x implica f(x) <f(). 


quaisquer que sejam x, x' E E. 
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CEM 19A aplicação f: R = R dada por f(9 = 2x é estritamente crescente, pois: 
KEKS XLX Vx x ER. 


2º) A aplicação g: R > R dada por g(x) = 1 - x é estritamente decrescente, pois: 
X<X3B-X<x31-xX<1-x3 gx)< g% 


para quaisquer x, x € R. 


101. Quais das funções abaixo são restrições de f: R > R definida por f(x) = x?? 
a) g = {(0, 0), (1, 1), (2, 4); de (0, 1,2) em (0, 1, 4); 
b) h(x) = x? de C em C; 
c) lan (aplicação idêntica de {0, 1}. 
102. Considere a função f: R, > R, dada pela lei f(x) = Vx. 
Descreva a restrição de fao conjunto A = {0, 1, 4, 9, 16, 25}. 
103. Quais das funções abaixo são prolongamentos de i,? 
a) f: R > Z tal que f(x) = [x] = maior inteiro menor ou igual a x; 
b) ig 
c) g: R > R tal que g(x) = [x]. : 
104. Considere a função f = {(0, 1), (1, 2), (2, 4), (3, 8), (4, 16)) de E = (0, 1, 2, 3, 4) em i 
F= {1, 2, 4, 8, 16}. Dê uma função exponencial que prolongue fao conjunto R. : 


Exercícios complementares 


C11. Se E e F são conjuntos finitos que têm m e n elementos, respectivamente, quantas são : 
as aplicações de E em F? : 


C12. Seja f: E > F e sejam A C E e B C E. Prove que: 
a) se A C B, então f(A) c f (B); 
b) f(A U B) = f(A) U f(B); 
c) f(A N B) CHA) N f(B); 
d) A c f#(f(4)) ef (B)) € B; 
e) f é bijetora se, e somente se, f (A9) = (f(A))“ para todo A c E. 
Lembrete: Se L c Y, o símbolo Lº representa o complemento de L em relação a Y. 
C13. Prove que, se uma função f: R > R é invertível e seu gráfico é uma curva simétrica em ] 
relação à reta y = x, então f= f+. : 
Dê exemplos de funções f tais que f = f+. : 
C14. Prove que f: ]-1, 1[> R definida pela lei f(x) = EF é bijetora, ou seja, ]-1, 1[ e R : 
são conjuntos equipotentes. : 
C15. Sejam f: E > F e g: F > G. Supondo g bijetora, prove que fé injetora se, e somente se, : 
gof é injetora. 


112 


Álgebra moderna 


C16. Seja f: E > F e sejam A C F e B C F. Prove que: 

a) A c B > f(A) c f (B); 

b) f (A U B) = f7 (A) U f7 (B); 

c) fF (A N B) = f7 (A) A f (B); 

d) (AS) = (A))S; 

e) f é sobrejetora se, e somente se, f!(A) + Ø para todo A c E 
C17. Seja E = (a, b}, com a + b. Calcule: 

a) o número de relações sobre E; 


b) o número de relações de equivalência sobre E; 


c) o número de relações de ordem sobre E; 


d) o número de aplicações de E em E; 


e) o número de bijeções de E em E. 


3.11 


OPERAÇÕES - LEIS DE COMPOSIÇÃO INTERNAS 


3.11.1 Exemplos preliminares 


Consideremos a aplicação f: N x N > N definida por f(x, y) =x + y, ou seja, f associa 
a cada par (x, y) de números naturais a sua soma x + y. A aplicação fé conhecida como 
adição usual sobre N. 

Pensemos na aplicação g: R x R > R tal que g(x, y) = x * y. Ela associa a cada par 
(x, y) de números reais o seu produto x * y. A aplicação g é conhecida como multipli- 
cação usual sobre R. 

Consideremos a aplicação h: P(E) x P(E) > P(E), em que P(E) indica o conjunto das 
partes de E, tal que h(X, Y) = XN Y, ou seja, h associa a cada par de conjuntos (X, Y) a 
sua interseção X N Y. Essa aplicação é conhecida como interseção em P(E). 


3.11.2 Conceituação 


Definição 37 - Sendo E um conjunto não vazio, toda a aplicação f: E x E > E recebe o 
nome operação sobre E (ou em E) ou lei de composição interna sobre E (ou em E). Nas consi- 
derações de caráter geral que faremos a seguir, uma operação f sobre E associa a cada par 
(x, y) de E x E um elemento de E que será simbolizado por x+y (lê-se “x estrela y”). Assim xxy 
é uma forma de indicar f(x, y). 

Diremos também que E é um conjunto munido da operação +. 

O elemento xxy é chamado composto de x e y pela operação *. Os elementos x e y do 
composto x*y são chamados termos do composto xxy. Os termos x e y do composto x*y são 


chamados, respectivamente, primeiro e segundo termos ou, então, termo da esquerda e termo 
da direita. 
Outras notações poderão ser usadas para indicar uma operação sobre E. 
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a) Notação aditiva 
Nesse caso, o símbolo da operação é +, a operação é chamada adição, o composto x + y é 
chamado soma, e os termos x e y são as parcelas. 


b) Notação multiplicativa 

Nesse caso, o símbolo da operação é - ou a simples justaposição, a operação é chamada 
multiplicação, o composto x » y ou xy é chamado produto, e os termos x e y são os fatores. 

Outros símbolos utilizados para operações genéricas são: A, T, L, x, 9, E etc. 


Mais exemplos 25 


19 A aplicação f: N* x Nº — Nº definida por f(x, y) = x” é operação de potenciação sobre N*. 


Observemos que, quaisquer que sejam os naturais não nulos x e y, o símbolo x” representa um na- 
tural não nulo; portanto, f está bem definida. 


Podemos notar que essa operação não pode ser estendida a Z*, porque, por exemplo, a imagem do par 
(2, -1) seria 27 ¢ Z’. 


X 
2º) A aplicação f: Q* x Q* > Q* tal que fx, y) = y é a operação de divisão sobre Q*. 


A operação de divisão pode ser estendida também a R* e C*. 


Deixamos como exercício ao leitor encontrar exemplos que mostrem que a divisão não é uma operação 
em Nº ou em Z+. 


39) A aplicação f: Z x Z > Z tal que f(x y) = x - y é a operação de subtração sobre Z. 


A operação de subtração pode ser estendida a Q, R e C. 


4°) A aplicação f: Ex E > E, em que E= M (IR) representa o conjunto das matrizes do tipo m x n com 


(R). 


elementos reais, tal que f(x, y) = x + y, é a operação de adição sobre M 


mxn 


5°) A aplicação f: E x E> E, em que E= M, (R) representa o conjunto das matrizes quadradas de ordem 
n com elementos reais, tal que f(x, y) =x y, é a operação de multiplicação sobre M, (R). 


6º) A aplicação q: E x E > E, em que E = Rº, representa o conjunto das funções de R em R, ou seja 
q (f, 9) = fog, é a operação de composição sobre Rº. 
3.11.3 Propriedades das operações 


Seja * uma lei de composição interna em E. Vejamos algumas propriedades que * pode 
apresentar. 


3.11.3.1 Propriedade associativa 
Definição 38 - Dizemos que * goza da propriedade associativa se 
x*(y*z) = (x*y) * z, 


quaisquer que sejam x, y, Z E€ E. 
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Cl 1º) As adições em N, Z, Q, R ou C são operações que gozam da propriedade associa- 
tiva. (Costuma-se dizer que “são operações associativas”) 


K+p+z=x+(0+2, VxyZz 
2º) As multiplicações em N, Z, Q, R ou C são operações associativas. 
e D)z=x"(Y-2, WX yZ 


3º) A adição em M 


xn (R), conjunto das matrizes do tipo m x n com elementos reais, é operação asso- 
ciativa. 


X+HV+Z=X+(V+2Z, VX YZ 
4º) A multiplicação em M, (R) é operação associativa. (M, (R) indica o conjunto das matrizes m x n 
sobre R.) 
0 Z=X (Y2, YX YZ 
5°) A composição de funções de R em R é operação associativa. 


Gogoh= fogoh), Yf g, h 


Contraexemplos 7: 
19 A potenciação em N* não é operação associativa, pois: 
2x (3+4) = 26^ = 281, 
(2+3)+4 = 2%4 = (23) = 22. 
2º) A divisão em R* não é operação associativa, pois: 
24» (4*2) = 24 : (4 : 2) = 24 : 2 = 12, 
(24+4)x2 = (24 : 4) :2=6 :2=3. 


Observação 

O fato de uma operação ser associativa possibilita indicar o composto de mais de dois 
elementos sem necessidade de usar os parênteses, uma vez que qualquer associação entre 
os elementos presentes conduz ao mesmo resultado. Por exemplo: 


2+4+6+7=(2+4)+(6+7)=2+(4+6)+7=2+(4+6+7)=19. 


Se uma operação não é associativa, temos a obrigação de usar parênteses para indicar 
como deve ser calculado um composto de três ou mais elementos, pois, caso contrário, dei- 
xamos o composto sem significado. Por exemplo, em R*, 48: 6: 2 : 4 não tem significado, pois: 


(48:6):(2:4)=8:>=16, 
((48:6):2):4=(8:2):4=4:4=1, 


48: ((6:2):4) =48: (3:4) =48:Ž = 64. 
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3.11.3.2 Propriedade comutativa 
Definição 39 - Dizemos que * goza da propriedade comutativa se 
X *y =y * X, 


quaisquer que sejam x, y E E. 


CAE 19 As adições em N, Z, Q, R ou C são operações que gozam da propriedade comu- 
tativa. (Costuma-se dizer que “são operações comutativas”.) 


X+yY=y+xX, YX, y 
2º) As multiplicações em N, Z, Q, R ou C são operações comutativas. 
X’ Y=y:X, YX y 


39) A adição em M 


mxn 


(R) é operação comutativa. 
X+Y=Y+X,VXY 


Contraexemplos 8: 


19 A potenciação em N* não é comutativa, pois, por exemplo, 2° = 8 e 3 = 9. 
2º) A divisão em R* não é comutativa, pois, por exemplo, 3: 6 = l e6:3=2. 


3°) A subtração em Z não é comutativa, pois, por exemplo, 3 - 7 = -4e 7 - 3 =4. 


4°) A multiplicação em M, (R) não é comutativa, pois, por exemplo: 


l aly elle sa 


E ehle aller s) 


5º) A composição de funções em Rº não é comutativa, pois, por exemplo, se f) = 3x e gQ =X + 1, 
temos: 


Fog W =f =30 + 1)=3X2 +3 


(go) (9 = gF) = BX? + 1 =9x +1. 
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105. 


106. 


107. 
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Em cada caso a seguir, verifique se a operação * sobre E é associativa. 


a) E=Re xxy= o 


b) E=Rexxy=x. 

O)E=Rexey=VX+y. 

d) E=Re xey=Vo+y). 

e) E=R'e Sa 
x*y 7 


x+y 
l+xy' 


f) E=R,e x+y= 


g) E=Zex*y=xy + 2x. 
h) E=Qex*y=x+xy. 
i) E=Rex*y=x+y-2xy. 


j E=Rex*y=x? +y? + 2xy. 


Em cada caso a seguir está definida uma operação sobre Z x Z. Verifique se ela é ; 
associativa. 
a) (a, b) * (c, d) = (ac, 0); 
b) (a, b) A (c, d) = (a +c, b + d); 
c) (a, b) L (c, d) = (ac, ad + bc); 
d) (a, b) © (c, d) = (a + c, bd); 
e) (a, b) x (c, d) = (ac - bd, ad + bc). 
Consideremos a operação * em R definida pela regra: 
X *y = AX + by + CXy. 


em que a, b, c são números reais dados. Determine as condições sobre a, b, c de modo : 
que * seja associativa. 


- Examine novamente as operações do exercício 105 e verifique quais são comutativas. : 


. Examine novamente as operações do exercício 106 e verifique quais são comutativas. - 


Retome a operação definida no exercício 107 e estabeleça as condições sobre a, b, c : 
de modo que * seja comutativa. 


3.11.4 Elemento neutro 


Definição 40 - Se existe e € E tal que e * x =x para todo x E E, dizemos que e é um ele- 


mento neutro à esquerda para *. 
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Se existe e E E tal que x*e = x para todo x €E E, dizemos que e é um elemento neutro à 
direita para *. 

Se e é elemento neutro à direita e à esquerda para a operação *, dizemos simplesmente 
que e é elemento neutro para essa operação. 


SGU: = 1º) O elemento neutro das adições em N, Z, Q, R ou C é o número 0, pois 0 +x=x=x+0 
para qualquer número x. 
2º) O elemento neutro das multiplicações em N, Z, Q, R ou C é o número 1, pois 1 -x=x= x- 1 para 
qualquer número x. 
3º) O elemento neutro da adição em M x, P É Opn 
qualquer que seja Xe M — (R. 


mxn 


(matriz nula do tipo m x n), pois0,. +X=X=X+0 


mxn 


4º) O elemento neutro da multiplicação em M (R) é /, (matriz identidade do tipo n x n), pois [X= X= XI, 
qualquer que seja X € M (R). 

5º) O elemento neutro da composição em Rºéa função j, (função idêntica em R), pois iof = f= foi, 
qualquer que seja f € R". 


Contraexemplos 9: 

19 A subtração em Z admite O como elemento neutro à direita, pois x - 0 = x para todo x E€ Z, mas não 
admite neutro à esquerda, pois não existe e (fixo) tal que e - x= x para todo x E Z. 

2º) A divisão em R* admite 1 como elemento neutro à direita, pois x: 1 = x para todo x € R*, mas não 
admite neutro à esquerda, pois não existe e (fixo) tal que e : x= x para todo x E R*. 


3º) Todos os elementos de R são elementos neutros à esquerda da operação definida por x» y = y sobre 
esse conjunto. De fato, se e € R, então e + y = y, qualquer que seja y E R. Mas nenhum número real é 
elemento neutro à direita para essa operação. De fato, se e € R e a é um número real diferente de e, 
então a * e =e. 


Proposição 10 - Se a operação + sobre E tem um elemento neutro e, então ele é único. 


Demonstração - Suponhamos que e e e'sejam elementos neutros da operação *. Como e é elemento 
neutro e e’ E E, então e*e = e’. Por raciocínio análogo, chega-se à conclusão de que e * e' = e. 
De onde, e' = e. 


cococossccsosccsses 


Exercícios 
111. Examine novamente as operações do exercício 105 e determine quais têm ele- 
mento neutro. 


112. Examine novamente as operações do exercício 106 e determine quais têm elemento 
neutro. 


Vecoscocescccscose. 
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113. Determine todos os elementos neutros à esquerda para a multiplicação de matrizes em: 


114. Estabeleça as condições sobre m, n E Z de modo que a operação * sobre Z dada pela 
lei x*y = mx + ny: 
a) seja associativa; 
b) seja comutativa; 
c) tenha elemento neutro. 


115. Examine novamente a operação definida no exercício 107 e estabeleça as condições 
sobre a, b, c de modo que a operação tenha elemento neutro. 


3.11.5 Elementos simetrizáveis 


Definição 41 - Seja + uma operação sobre E que tem elemento neutro e. Dizemos que 
x E E é um elemento simetrizável para essa operação se existir x E€ E tal que 


X*x=0=x*X, 


O elemento x’ é chamado simétrico de x para a operação *. 

Quando a operação é uma adição, o simétrico de x também é chamado oposto de x e 
indicado por -x. 

Quando a operação é uma multiplicação, o simétrico de x também é chamado inverso de 
x e indicado por x+. 


Cbr] e contraexemplos 10: 


19) 3 é um elemento simetrizável para a adição em Z, e seu simétrico (ou oposto) é -3, pois: 


CD)+3=0=3+ (3). 


r r A a E : 2 . 
2º) 3 é um elemento simetrizável para a multiplicação em Q, e seu simétrico (ou inverso) é a pois: 


cw |— 


O não é simetrizável para a mesma operação, pois não há elemento x’ € Q tal que: 
Xx+:0=1=0:X. 


3º) Existem apenas dois elementos simetrizáveis para a multiplicação em Z: o 1 e o -1, que são iguais 
aos seus respectivos inversos. 


Já o 3 não é simetrizável para a multiplicação em Z, uma vez que não existe x’ € Z talquex':3=1=3-X. 
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4º) E a] é simetrizável para a adição em M, (Z), e seu simétrico é É E , pois: 
-1 -2 I- 2 0 0 12 -1 -2 
E P ; i k | | o È a 
59 É não é simetrizável para a multiplição em M, (R), pois, supondo que sua inversa pudesse ser 
e teríamos: 
c dl i 
a+3b=1 
a b)/1 2) (1 = a+3b 2+6b) [1 0] ,|2a+6b=0 
c dji3 6 0 1 c+3d 2c+3d 0 1 c+3d=0 


2c + 6d=1 


e esse sistema não tem solução em R. 


1 
3 5 


D 2 ois: 
e i 


Pra tal 


7º) A função de R em R dada pela lei f(x) = 3x - 1 é bijetora e, consequentemente, é invertível. Sua 


x+1 
3 


s| 


é simetrizável para a multiplicação em M, (R), e seu inverso é | 


x+1 
3 


inversa é f7) = . Temos: f xti 3 


)-1=x 


Logo: 
f'of = i= fof’ (lembre-se de que i é o neutro). 
portanto, f é um elemento de Rº, simetrizável (invertível) para a composição de funções. 


4 a a ia hi; snai z R 
Já qualquer função de R em R que não seja bijetora não é invertível e, portanto, como elemento de R 
não é simetrizável para a mesma operação. 


Proposição 11 - Seja * uma operação sobre E que é associativa e tem elemento neutro e. 


e Se um elemento x E E é simetrizável, então o simétrico de x é único. 
e Sex EE é simetrizável, então seu simétrico x também é e (x)' = x. 
e Sex, y E E são simetrizáveis, então x * y é simetrizávele (x * y} = y * x’. 


Demonstração - Considere o que segue. 
a) Suponhamos que x' e x” sejam simétricos de x. Temos: 


X =e* X =(x*x)* xX =x" *(x*x)=x *e=x. 
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b) Sendo x’ o simétrico de x, temos: 
X*x=e=x*x 
e, pela definição 41, x é o simétrico de x; ou seja, x = (x. 


c) Para provarmos que y’ * x’ é o simétrico de x * y, devemos mostrar que: 


COTR E 
(2) (x+y) * Q *x) =e. 


De fato, temos: 


(D 0 * x) * (x *y) = [0 * x) *x] *y = [y * X *x)] *y = y *e)*y =y *y =e; 
(2) Analogamente. 


Por indução, pode-se generalizar a propriedade c): sea, a, , ...„ a, são elementos simetrizáveis 


a e AT Di 
de E, então (a *a,*..xa ) =a' xa” ,*..a,x*d'.. 


Notação: conjunto dos elementos simetrizáveis 
Se + é uma operação sobre E com elemento neutro e, indica-se por U,(E) o conjunto dos 
elementos simetrizáveis de E para a operação +. 


U(BD)-=(xeE|Ix eF:x*x=e=x*x) 


Exemplo 30 


UN) = (0) 
UM=7 
UI = (1,-1) 
U.R) = R* 


UM RD=M GR) 
UM, (RD=(Xe MR |detXz 0} 
U (R9 = (fe (R9 | fé bijetora) 


Podemos notar que U,(E) + Ø, pois necessariamente e € U,(E), uma vez que e * e = e. 


Exercícios | 

116. Examine novamente as operações do exercício 105 que têm elemento neutro para 
determinar os elementos simetrizáveis. 

117. Examine novamente as operações do exercício 106 que têm elemento neutro para 


. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 


determinar os elementos simetrizáveis. 


Capítulo 3 Relações, aplicações, operações 121 


118. Sendo * a operação sobre Z? dada por (a, b, c) * (d, e, f) = (ad, be, cf), determine seu 
elemento neutro e o conjunto dos elementos simetrizáveis de Z? para *. 


119. Sejam E e F dois conjuntos em que estão definidas as operações * e 4, respectiva- 
mente, as quais são associativas e têm elementos neutros. Sobre o conjunto E x F, 


(a, b)o(cd)=(a+rc,bAd) 


a) Mostre que o é associativa e possui elemento neutro. 


consideremos uma operação o assim definida: : 
b) Determine os elementos invertíveis de E x F para essa operação. : 


3.11.6 Elementos regulares 


Definição 42 - Seja * uma operação sobre E. Dizemos que um elemento a € E é regular 
(ou simplificável ou que cumpre a lei do cancelamento) à esquerda em relação à operação * se, 
para quaisquer x, y E E tais que a * x = a * y, segue x = y. 

Dizemos que um elemento a €E E é regular (ou simplificável) à direita relativamente à 
operação * se, para quaisquer x, y E E tais que x * a = y * a, segue x = y. 

Se a E E é um elemento regular à esquerda e à direita para a operação +, dizemos sim- 
plesmente que a é regular para essa operação. 


| Exemplo 31 Bm e contraexemplos 11: 


19 3 é regular para a adição em N, pois: 
3+x=3+y>x=y 

quaisquer que sejam x, ye N. 

2°) 3 é regular para a multiplicação em Z, pois: 
3-x=3-y>X=y 

quaisquer que sejam x, y E Z. 

32) 0 não é regular para a multiplicação em Z, pois: 
0-2=0-3€e2%8. 


4º) N 2] é regular para a adição em M, (R), pois, se: 


1 2) {2 bi 1 2) (a b’ 

3 4) lo d| \3 4) le dl 
então 

1+a 2+b - 1+2 2+b' 

3+c 4+d 3+c' 44d 
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e, daí, (a = a, b=b, c= c’ e d= d’). De onde (é a! 


d 
0 
so |, 


não é regular para a multiplicação em M, (R), pois: 


be a-e g-e np dei 


Proposição 12 - Se a operação * sobre E é associativa, tem elemento neutro e e um 
elemento a E E é simetrizável, então a é regular. 


Demonstração - Sejam x e y elementos quaisquer de E tais quea+x=a*yex*xa=y*a. 

Da primeira das hipóteses, segue que a' * (a * x) = @’ * (a * y). Daí, considerando-se a associati- 
vidade, (a’ * a) * x = (@’ * a) * y, ou seja, e * x = e * y. De onde, x = y. 

Analogamente se prova que, se x * a = y * a, então x = y. Portanto, a é regular. 


3.11.6.1 Notação: conjunto dos regulares 


Sendo * uma operação sobre E, indica-se com R,(E) o conjunto dos elementos regulares 
de E para a operação +. 


R AN) =N 

R.Z) = Z* 

R (M,R) = M,R) 

Podemos notar que, se * tem elemento neutro e, então e € R,(E) e, portanto, R,(£) + Ø. 


Podemos notar também que, se * é associativa e tem elemento neutro e, então U,(E) c R,(E), conforme 
mostrou a proposição 12. 


120. Determine o conjunto dos elementos regulares para cada operação definida no exer- : 
cício 105. f 


121. Determine os elementos regulares de Z x Z para cada operação definida no exer- 
cício 106. 


122. Mostre que nenhum elemento de R é regular para a operação * assim definida: 


X*y =X +y- Xy. 
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123. Determine os elementos regulares de R relativamente à operação * assim definida: : 
x * y = 5x + 3y - 7xy. : 
124. Mostre que se * é uma operação associativa sobre E, então R,(E) = Ø ou R,(E) é fe- : 
chado para a operação *, ou seja, se x, y E R,(E), então x * y E€ R,(E). : 


e 
=e o eococoooooooooooooooooooooooooooooosoooocoooooooooooooooooocooosoooooooooooosoooooooooS 


3.11.7 Propriedade distributiva 
Definição 43 - Sejam * e A duas operações sobre E. Dizemos que A é distributiva à es- 
querda relativamente a * se: 
xA(y+27)=(xAy)+(xA2z) 
quaisquer que sejam x, y, Z E E. 
Dizemos que A é distributiva à direita relativamente a * se: 
(+27) Ax=(VAx)*(ZAx) 


quaisquer que sejam x, y, Z E E. 
Quando A é distributiva à esquerda e à direita de +, dizemos simplesmente que A é dis- 
tributiva relativamente a +. 


| Exemplo 33 Bm 19) A multiplicação em Z é distributiva em relação à adição em Z, pois: 
x (y+9)=(x D)+(x:2) 

quaisquer que sejam x, y, Z E Z. 

2º) A multiplicação em M, (R) é distributiva em relação à adição em M, (R), pois: 
XV+D=X +K 
VW+D: X=(Y:0+(Z2:X) 

quaisquer que sejam X, Y Ze M, (R). 

3º) Em N*, a potenciação é distributiva à direita em relação à multiplicação, pois: 

(ey =x" y* 
quaisquer que sejam x, y, z E N*. 


Entretanto, a potenciação em N* não é distributiva à esquerda em relação à multiplicação, pois, por 
exemplo: 


PrE Re 


3.12 PARTE FECHADA PARA UMA OPERAÇÃO 


Definição 44 - Sejam * uma operação sobre E e A um subconjunto não vazio de E. 
Dizemos que 4 é uma parte fechada de E para a operação * se, e somente se, para quaisquer 
x, y E A verificar-se x * y E A. 
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[ESSES 19 0 conjunto N é uma parte fechada para a adição e a multiplicação em Z, pois: 
Nz6,NcZ 


xENeyeN>5x+yenN, 
xENeyeN3x-yenN. 

quaisquer que sejam x, ye N. 

2º) O conjunto Q é uma parte fechada para a adição e a multiplicação em R, pois: 


Q0+:6,0cR 


xEQeyEQ>x+yEQ, 
xeDeyeO>x-yeo. 
quaisquer que sejam x, y E Q. 
39) O conjunto R, é uma parte fechada de R para a operação de multiplicação em R, pois: 
R,#Øø R, cReQER, eyEeRJ)>x-yER, 


quaisquer que sejam x, y E R. 
4º) O conjunto D,(R) das matrizes diagonais do tipo 2 x 2 é uma parte fechada de M,(R) para a adição e 
a multiplicação em M,(R), pois: 


a 0 b 0 a+b 0 
o alo s) “lo a CDR) 
a 0 b 0 ab 0 
= e DIR 
0 a) 10 i 0 d AR) 


quaisquer que sejam a, a, b, b' ER. 
5º) O conjunto A das funções bijetoras de R em R é um subconjunto fechado para a composição de 
funções em Rº, pois: 

feAegeAs foge A 


quaisquer que sejam f, g E A, como já vimos. 


Contraexemplos 12: 
19 O conjunto Z é uma parte fechada para a adição em R, mas não é parte fechada para a multiplica- 
ção, pois, por exemplo: 


2€EZ,-3€7Z e(-2-9)EZ. 


2º) O conjunto R - Q (dos números irracionais) não é parte fechada para a adição em R nem para a 
multiplicação em R, pois, por exemplo: 
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V2€R-Q, -V2€R-Qe(W2)+(-V7)ER-Q 


(V2(-/29) ER- Q. 


39) O conjunto GL, (R) das matrizes invertíveis não é fechado para a adição em M,(R), pois, por exemplo: 


1 0 
0 1 


P 0 
+ 
0 -1 


10 10 
| "je orem [4 e GLR) e 


x € GLR). 


125. Em Z x Z estão definidas duas operações * e A da seguinte forma: 


126. 


127. 


128. 


129. 


130. 


(a, b) * (c, d) = (a +c, b + d) 
(a, b) A (c, d) = (ac, ad + bc) 


Verifique se A é distributiva em relação a *. 


Determine m E€ R de modo que a operação A seja distributiva em relação à operação *, : 
sendo åA e * definidas em R por: 


xAy=mye 
X*Y=X+Y +) 


Decida: quais dos conjuntos abaixo são partes fechadas de Z para a operação de i 
adição usual? 

a) Z. 

b) P= {x E€ Z | x é par}. 

c) 1 = {x E Z | x é ímpar}. 

d) J= {x E Z | x é primo}. 

e) K= {x E Z | mdc(x, 10) = 1}. 

f) L={xEZ|x=3q+1,4E Z}. 


Repita o exercício anterior substituindo a adição pela multiplicação usual. 


0 a 


M A= 
ostre que » O 


é parte fechada de M,(R) para a adição. 


JlabeR 


cosa sena 


é subconjunto de M (R) fechado para a mul- : 
-sena cosa 


ļae R 


Mostre que A = 
tiplicação. 


. Mostre que A = {z E C | z = cos 9 + i - sen 6) é subconjunto de C fechado para a mul- : 


tiplicação. : 


126 Álgebra moderna 


3.13 TÁBUA DE UMA OPERAÇÃO 


Como se constrói: 

Seja E = {a a, ...,a,), com n > 1, um conjunto com n elementos. Toda operação sobre E 
é uma aplicação f: E x E > E que associa a cada par (a, a) o elemento a, * a, =a; 

Podemos representar o elemento a,, correspondente ao par (a, a), numa tabela de du- 
pla entrada construída como segue. 

1º) Marcamos na linha fundamental e na coluna fundamental os elementos do conjunto E 
na mesma ordem. Chamamos de i-ésima linha aquela que começa com a e de j-ésima coluna 
a que é encabeçada por a 


«— linha fundamental 


L coluna fundamental 


2º) Dado um elemento a,na coluna fundamental e um elemento a,na linha fundamental, 
na interseção da i-ésima linha com a j-ésima coluna, marcamos o composto a, 


r j-ésima coluna 


composto Aij 
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2º) Tábuas das operações de reunião e de interseção sobre E = (A, B, C, D}, em que A, B, C, D são 
conjuntos tais que A c Bc Cc D. 


SSS 
w 
D 
w 
Sjaj »| >| 


DdD 
[>v] 
alalm 


4º) Tábua da operação de composição sobre E = {f f, f,), em que f, f, f,são funções assim descritas: 
f, = t(a a), (b, b), (c, c)) 
f, = {(a, b), (b, c), (c, a) 
f, = ((a, c), (b, a), (c, b) 


Alaah] 


poca 
pong 


Exercícios 


132. Em cada caso a seguir está definida uma operação * sobre E. Faça a tábua da operação. : 
a) E = {1, 2, 3, 6} ex *y = mdc(x, y) : 
b) E = {1, 3, 9, 27} e x *y = mmc(x, y) 


c) E=[1,V2 5 )ex+y=min(x)) 


d) E= [avz nº ex*y=max(x, y) 


e) E=(L,i-1,-Whex+y=x:y 
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133 


134. 


135. 


136. 


137. 


138. 


139. 


140. 
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. Em cada caso a seguir está definida uma operação * sobre E = ff, {a}, {b}, fa, b}. : 
Construa a tábua da operação. : 
a) x*y=xUy. 

b)x*y=xny. 

c) x*y=(xUy)-(xny). 

Construa as tábuas das operações * e A sobre E = (0, 1, 2, 3} assim definidas: 

a) x*y = resto da divisão em Z de x + y por 4 

b) x Ay = resto da divisão em Z de x » y por 4 

Construa as tábuas das operações E e O sobre E = (0,1, 2, 3, 4} assim definidas: 
a) xP y = resto da divisão em Z de x + y por 5. 

b) x Oy = resto da divisão em Z de x- y por 5. 

Construa a tábua da operação de reunião sobre a família de conjuntos % = (4, B, C, D, E} ; 
supondo AU B=A,CUD=B,DUE=DeEFEUC=C: 


Descreva pelas tábuas todas as operações sobre o conjunto E = {a, b}. 

A partir da tábua a seguir, da operação A sobre E = {1, 2, 3, 4}, calcule os seguintes : 
compostos: 

a) (344) 42. 

b) 3 A (442). 


c) [4A (34 3)] A4. 
d) (443) A (344). 
e) [(44 3) A3] A 4. 


Complete a tábua da operação O (composição) definida sobre o conjunto de funções ; 
reais E = (f, f» fy fi}, em que: : 
-1 
AW “x fi fo fa fa 
Slx) = -x 
1 
RO =-7 
fi) =x 
Depois responda: 


a) Qual é o elemento neutro? 

b) Que elementos têm simétrico? 

c) Determine em E: f2, fy, f3 eft ofz of. 
Construa a tábua da operação de composição sobre o conjunto de funções E = {f fy fy fd : 
de R? em R?, definidas por: 

fly) = (x,y) fly) = (x, =) 
fly) = (=x, y) fly) = (=x, =) 
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141. Sejam E = (0, 1) e E” o conjunto das aplicações de E em E. Construa a tábua da com- : 
posição em E”. 


142. Construa a tábua da operação composição de aplicações em E = (f, fy» fy f,), onde: 


fı = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d)) = i a) 
f,=t(a, b), (b, c), (c, d), (d, a)} = A d p 
f= {(a, c), (b, d), (c, a), (d, b)) = Ê f i 5 
h= (la 0) (b,0) (0), (00)= [4 a e) 


Em seguida, calcule: 


a) ff, d) Gf)’ 
b) f? e) 
o) (of) E or 
Š zla pc d eoan ; í 
Observação: A notação A a h , por exemplo, indica que a imagem de a éc, de : 
béd, decéa eded éb. 
143. Construa a tábua da operação de composição de aplicações em E = {f fy fy fo fao fob : 
em que: : 
_/11 2 3 “(123 “(123 
es eiii e d 
“(123 “(123 [tos 
6= 153) A E Aa 


Sugestão: Observe no exercício 142 o significado dessa notação. 


n 
mee o oeooocoooooooooosoooooooooocoocoocooooooooooooooocooocooooooooooooooosooosooooooooooooo’ 


3.13.1 Como checar propriedades 


Vejamos agora como se pode checar uma a uma as propriedades de uma operação * 
sobre E=(a,a,,...,a } quando + é dada por meio de uma tábua. 


3.13.1.1 Propriedade associativa 


É aquela cuja verificação exige maior trabalho. A verificação pode ser feita de dois modos: 

1º modo: Calculam-se todos os compostos do tipo a,* (a, * a,), comi j, k € {1, 2, ..„ n}; 
calculam-se todos os compostos do tipo (a,* a) * a, com i j, k E (1, 2,..., n}; comparam-se os 
compostos que têm os mesmos i j e k. Como podemos notar, esse método requer o cálculo de 
2n? compostos. 
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2º modo: Encontra-se um conjunto F dotado de uma operação A que se sabe ser associa- 
tiva de tal forma que exista uma aplicação f: E > F com as seguintes propriedades: 


e fé bijetora; 
e f(x*y)= f(x) Af(y) para todos x, y E E. 


Se isso ocorrer, a lei x também é associativa, pois, para quaisquer x, y, z E E, temos: 


F *y) * 2) =f *y) Af) = F A FO) AFC) = 
=f) 4 (0) Af) =f) AfO * z2) = fle* (7 *z)) 


e, como fé bijetora, vem: (x * y) * Z = x * (y * Z) 
Você, estudante, poderá ter uma compreensão maior desse assunto quando estudar os 
isomorfismos (ver Capítulo 4, seção 4.3). 


3.13.1.2 Propriedade comutativa 


Sabemos que uma operação * é comutativa se a, * a, = a, * a, ou seja, a =a, para quais- 
i P} j i y Ji 
quer i j E€ {1, 2, 3, ..., n}. 
Chamando de diagonal principal da tábua da operação * o conjunto formado pelos com- 
postos a, p A,» Oy 
cas relativamente à diagonal principal. Assim, uma operação * é comutativa se sua tábua é 


«=.» A „ podemos notar que os compostos a; e€ a, ocupam posições simétri- 


simétrica em relação à diagonal principal, isto é, compostos colocados simetricamente em 
relação à diagonal são iguais dois a dois. 


A diagonal principal 


Observe as quatro operações do exemplo 35 (páginas 142 e 143). Todas elas são comutativas. 
Observe agora a tabela abaixo. É um exemplo de operação não comutativa. Note, por 
exemplo, que b *c=aec*b=b. 
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3.13.1.3 Elemento neutro 


Sabemos que um elemento e é neutro para a operação * quando: 


i) e+a=a,Va €E; 
ii) a,*e=a,Y a, EE. 


Da condição (i) decorre que a linha de e é igual à linha fundamental. Da condição (ii) 
decorre que a coluna de e é igual à coluna fundamental. 


- 


linhas iguais 


i 


l coimas iguais t 


Assim, uma operação * tem neutro desde que exista um elemento cuja linha e coluna 
sejam respectivamente iguais à linha e coluna fundamentais. 

Observe novamente as tábuas das operações do exemplo 35 (páginas 142 e 143). Todas 
têm elemento neutro. Confira: 

1°) 1; 2°) A e D, respectivamente; 3°) 15; 4°) f. 

Um exemplo de operação sem elemento neutro é dado pela tábua abaixo. Notemos que 
a é elemento neutro só à esquerda (a linha de a é igual à fundamental). 


3.13.1.4 Elementos simetrizáveis 


Sabemos que um elemento a, E E é simetrizável para a operação * que tem neutro e 
quando existe a, € E tal que: 


iii)a *a =e 
i | 


iv)a *a =e. 
j i 


Obviamente o elemento neutro e é simetrizável pois e * e = e. Fora este caso, temos: 
Da condição (i) decorre que a linha de a, na tábua deve apresentar ao menos um com- 
posto igual a e. 
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Da condição (ii) decorre que a coluna de a, deve apresentar ao menos um composto 
igual a e. 

Como q;=a,=e, decorre que o neutro deve figurar em posições simétricas relativamente 
à diagonal principal. 


[> posições simétricas 
em relação à diagonal 


Assim, um elemento a, diferente do elemento neutro e, é simetrizável, quando e figura 
na linha i-ésima e na coluna i-ésima, ocupando posições simétricas em relação à diagonal 
principal. 


SGW 1º) Neutro: e 


Elementos simetrizáveis: e, a, b, € 


2º) Neutro: e 


Elementos simetrizáveis: e, c, b 
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3.13.1.5 Elementos regulares 


Sabemos que um elemento a € E é regular em relação à operação * quando 


ara Fax a; sempre que a, £ a, 


a*xafax*a,semprequea +a. 
l J l J 


Isso significa que a é regular quando, composto com elementos distintos de E, tanto à 
esquerda deles como à direita, produz resultados distintos. 
Assim, um elemento a é regular quando na linha e na coluna de a não há elementos iguais. 


CAII Os elementos regulares são e, a, d. 


Note que na linha e coluna de b ocorrem repetições. Nas de c também. 


Exercícios 


144. A partir das tábuas construídas no exercício 132, responda: 
a) Que operações são comutativas? 
b) Que operações apresentam elemento neutro? 
c) Quais são os elementos simetrizáveis? 
d) Quais são os elementos regulares? 
145. A tábua abaixo descreve a operação não associativa A sobre o conjunto E = {a, b, c, d}. 


Calcule de cinco formas diferentes o composto a A b A c A d, ou seja: 
a) (a Ab) A (câd). 


A 
b) [a A (b A c)] Ad. a 
c) [a Ab) Ac] Ad. b 


d) aA [(bA c) Ad]. 
e) a A [bA (cA d]. d 


EEE EEE EEE EEE EEE 
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146. 


147. 


148. 
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Construa a tábua da operação de interseção sobre a família de conjuntos 
P = {A, B, C, D} supondo que: 


ANB=B,BNC=CeCND=D 


Em seguida, estabeleça: 

a) qual é o elemento neutro; 

b) que elementos são simetrizáveis; 
c) que elementos são regulares. 

A partir de cada tábua abaixo, decida: 
i) A operação é comutativa? 

ii) Existe elemento neutro? 


iii) Que elementos são simetrizáveis? 
iv) Que elementos são regulares? 


mgoguguOg 
aajb|cld[e|f|g[h| 
b[b|cldJa/f]o[hje|] 
clcld[a/blg|h[e|f| 
d/dja/b|clhJe[rla| 
elelflglh/aJblcld] 
f|flo[hje[b]cldfa| 
glg|h/elflcld[alb] 
h[hfelrlolafafb[cl 


Complete a tábua da operação * sobre o conjunto E = (a, b, c, d}, admitindo que: 
a) b é o elemento neutro; 

b) o simétrico de a é a; 

c) o simétrico de c é d; 

d)axrc=d; 

e) todos os elementos de E são regulares. 
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149. 


150 


151. 


152. 


158. 


154. 


155. 


156. 


Construa a tábua de uma operação * sobre E = (e, a, b, ck de modo a satisfazer às se- 
guintes condições: 

a) * seja comutativa; 

b) e seja o elemento neutro; 

c) x*xa=a,VxE E; 

d) R,(E) = E - (a). 

Construa a tábua de uma operação * sobre o conjunto E = (a, b, c, d} de modo que 
satisfaça às condições seguintes: 

a) seja comutativa; 

b) a seja o elemento neutro; 


c) U,(E) = E; 
d) R(E) = E; 
e) b*c=a. 


Complete a tábua da operação * sobre o conjunto E = (a, b, c, d, e} sabendo que: 
a) e*x=x=x*e, VX; 

b)a*x=a=x*a, WX; 

c) x*ex=e, Vx£a; 

d) bxd=c; 

e) b, c, d são regulares. 


Seja * a operação sobre E = (1, 2, 3, 4, 6, 12) dada pela lei x * y = mmc(x, y). Determine os 
subconjuntos de E que têm três elementos e são fechados em relação a essa operação. 
Seja E = P(a, b, c}. Qual é a condição sobre X e Y, sendo X €E E e YE E, para que (X Y} 
seja fechado em relação à operação de interseção sobre E? 

Dê um exemplo de operação não associativa nem comutativa, mas que tem elemento 
neutro. 

Dê um exemplo de operação sobre E em que todo elemento de E é regular, existe ele- 
mento neutro e só ele é simetrizável. 

Dê um exemplo de operação em que o composto de dois elementos simetrizáveis não 
é simetrizável. 


POCO COCO LCLCLCLCLCCCLLCLCCCLOLCLCLCCCLCLLCCOLCLOLCLCLCLCLLCCCCCLCCLCOLCLCCCCCLCLCCC OCO LOCO COLOCO secos s o sos 
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157. Dê um exemplo de operação sobre E (finito) em que existe elemento neutro e todos +À 
os elementos de E, com exceção do neutro, têm dois simétricos. : 


Exercícios complementares 


C18. a) Prove que o número de operações distintas, sobre um conjunto finito e não vazio : 
z 2 
com n elementos, é nt”. 

b) Prove que o número de operações comutativas distintas, sobre um conjunto finito e 


n2+2 


não vazio com n elemento, é n ? ; determine todas quando n = 2. 


C19. Seja E um conjunto munido de uma operação * que apresenta um elemento neutro e. 


Prove que * é associativa e comutativa se, e somente se, a * (b * c) = (a * c) * b, quais- : 
quer que sejam a, b, c E E. : 


C20. Uma operação * sobre um conjunto E é dita totalmente não associativa se 
(a*b)*cxax(bxc) 


quaisquer que sejam a, b, c E E. 

a) Mostre que tal operação não é comutativa. : 

b) Mostre que a operação de potenciação (x * y = X) sobre E = (3, 4, ...) é totalmente ; 

não associativa. : 

C21. Seja + uma operação sobre E que é associativa e tem neutro. Sendo A um subconjunto È: 

não vazio de E, indiquemos com C(A) o conjunto dos elementos x € E tais que a *x=x* a ; 

para todo a E A. : 

Prove que: 

a) C(A) é fechado para a operação *. 

b) Se B c A, então C(B) > C(A). 

c) C(C(C(A))) = C(A). 


PescceccococoococoooooococooooooooosooooocooocoocoooocoocooooocooocooococoocooooooooooooooooooooS 


3.14 OPERAÇÕES EM Z, 


Vamos definir aqui as operações de adição e multiplicação num conjunto Z „(m > 1) de 
classes de restos. Em seguida mostraremos algumas propriedades dessas operações. Lem- 
bremos que Z „= {0, 1, 2, .., m= T}. 


Definição 45 - Dadas duas classes a, b € Z „ chama-se soma a + b a classe a + b. 


Definição 46 - Dadas duas classes a, b € Z „ chama-se produto a - b a classe a - b. 
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Observação 
Sea =a €Z eb=b'EZ ,entãoa=a' (mod m) e b = b’ (mod m); portanto, a + b = @' + b’ 


(mod m) ea- b=@ » b’ (mod m) e, consequentemente, a + b = œ’ + b’ eab = @ - b’. Isso mostra 
que a soma e o produto de classes, conforme as definições 45 e 46, não dependem dos repre- 
sentantes das classes. Dessa forma ficam garantidas as unicidades de a + b e a - b, ou seja, 
que as aplicações (a, b) > a + b e (a, b) > a - b são operações sobre Z, denominadas adição 
e multiplicação módulo m, respectivamente. 


3.14.1 Propriedades da adição 


1) Associativa 


Para quaisquer a, b, € Z „temos: 
a+(b+c)=a+b+c=a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c=(a+b)+c. 


2) Comutativa 
Para quaisquer a, b, € Z „temos: 


3) Elemento neutro 
Para quaisquer a € Z „temos: 


a+0=a+0=a. 


4) Elementos simetrizáveis 

Dado a E Z „ procuremos seu simétrico a. 

Devemostera+a'=a+a'=0e,portanto,a+a'=0 (mod n) ou g’ = - a (mod m). De 
onde, a =m-a. 

Isso mostra que todo elemento a € Z „ é simetrizável para a adição e seu simétrico é m - a. 


3.14.2 Propriedades da multiplicação 


Analogamente, pode-se provar a associativa e a comutativa. 
Para qualquer a € Z , temos: 
m 


drt=a isa 
Portanto, 1 é o neutro da multiplicação em Za 
Provaremos que a € Z „ é simetrizável para a multiplicação ou invertível se, e somente 
se, mdc(a, m) = 1. 


(>) Seja a € Z, um elemento invertível. Existe, então, a” € Z, talquea-a'=a'-a=1. 
Daí, aa’ = 1 (mod m) ou aa” - 1 = mq, ou aa” + m(-q) = 1, para algum q E Z. A proposição 2, 
do Capítulo 2, garante então que mdc(a, m) = 1. 


138 Álgebra moderna 


(>) Se mdc(a, m) = 1, então, devido à mencionada proposição, existem x,y, E Z tais que 
ax, + my, = J: Dessa igualdade segue que ax, - 1 = m(-y,) e, portanto, que ax, = 1(mod m). 
De onde, ax, =1 ou a: x, = 1, igualdade que mostra que a é irrevertível e x, é seu inverso. 


versos são, respectivamente, 1, 3, 5 e 7. 


Exercícios complementares | 
C22. Ache todos os elementos invertíveis de Z,, e Z,.. 


C23. Encontre, em Z, todo os pares a, b tais que a + 0, b + 0, mas a - b = 0. 


24º 


C24. Resolva o sistema de equações abaixo, em Z,, : 
4x+21y=-1 : 
2x + 4y = 12 


C25. Resolva a seguinte equação em Z, 


Precursores da 
álgebra moderna m»—— 


GIROLAMO CARDANO (1501-1576) 


Em 1085, depois de os cristãos terem retomado a cidade de Toledo (Espanha), sob o jugo 
árabe desde o início do século VIII, houve um grande afluxo de intelectuais da Europa Ocidental 
à cidade, com o objetivo de obter traduções de obras clássicas do grego ou do árabe para o latim. 
Assim, não é sem motivo que o século XII é considerado na história da matemática como o sé- 
culo das traduções. O mais fecundo dos tradutores foi Gerardo de Cremona (1114-1187), que 
verteu para o latim mais de 90 trabalhos, entre os quais os Elementos, de Euclides, e a Algebra, 
de Al-Khwarizmi. 

Por volta do século XI surgiram também as primeiras universidades europeias. Embora 
muito presas inicialmente aos ensinamentos de Aristóteles e às escrituras sagradas, a partir 
do século XIII, universidades como a de Paris e a de Oxford, por exemplo, começam a defender 
o uso do método experimental e da linguagem matemática na abordagem da ciência — porém, 
não sem grandes resistências. 

Com um hiato no século XIV, devido à peste negra que assolou a Europa, as pesquisas 
matemáticas, especialmente na área das equações algébricas, ganharam novo ímpeto no Re- 
nascimento (séculos XV e XVI). A invenção da imprensa de tipos móveis também colaborou 
para isso. A primeira obra impressa de álgebra foi Summa de arithmetica, geométrica, propor- 
tione e proportionalita (Suma de aritmética, geometria, proporções e proporcionalidade) 
(1494), do franciscano Luca Pacioli (c. 1445-1509), escrita em italiano. A seção de álgebra do 
livro dedica-se à resolução de equações de grau um e dois por meio de regras verbais 
auxiliadas por abreviações como p e me co (de cosa) para indicar, respectivamente, a adição, 
a subtração e a incógnita, e ae (de aequalis) para a igualdade. A obra se encerra com a afirma- 
ção do autor de que a possibilidade da resolução algébrica de uma equação de grau três era a 
mesma que a da quadratura do círculo: ou seja, nenhuma. Não demoraria, porém, para que 
Pacioli fosse desmentido. 

E um dos grandes personagens dessa história foi Girolamo Cardano (1501-1576). 
Nascido em Pávia, na Itália, Cardano graduou-se em Medicina na Universidade de Pádua, 
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em 1526. Para sobreviver praticou, por vários anos, a medicina numa cidade pequena pró- 
xima de Pádua. Não é de surpreender, pois, que sua primeira publicação tenha sido um libelo 
contra os profissionais da medicina de Milão, intitulado De malo recentiorum medendi uso 
libellus (Sobre a má prática da medicina em uso comum). 

Mas Cardano reverteu essa situação, pois veio a tornar-se professor da Faculdade de 
Medicina de Pávia, de 1543 a 1560, e da Universidade de Bolonha, de 1562 a 1570. Era um 
professor inspirado, haja vista a alta frequência em suas aulas. E no exercício da medicina 
também se destacou muito, somente sendo superado, à época, por Vesálio. Chegou, inclusive, 
a recusar um convite do rei da Dinamarca para ser médico da corte, com altos estipêndios, 
sob a alegação de que não serviria um rei não católico. 

Em 1534, depois de mudar-se para Milão, foi indicado professor de Matemática, Astro- 
nomia, Dialética, Latim e Grego da “Piattine”, escola da cidade, assim chamada em homena- 
gem a seu fundador, Tommaso Piatti. Em 1536, teve a felicidade de passar a ter como aluno 
e colaborador o brilhante L. Ferrari, então com 14 anos de idade, que com o tempo se torna- 
ria seu braço direito na área de matemática. Em 1539, Cardano publicou seu primeiro livro 
de matemática, Practica arithmetica, no qual, entre outras coisas, expõe macetes para lidar 
com equações de graus um e dois. 

Enquanto aguardava a publicação da obra citada, Cardano ficou sabendo que Niccolò 
Fontana (1499 ?-1557), mais conhecido por Tartaglia, natural da cidade italiana de Brescia, 
havia descoberto um procedimento para a resolução de equações de terceiro grau (segundo 
consta, as do tipo x? + mx = n e x? + mx? = n), raciocinando geometricamente com coeficientes 
numéricos estritamente positivos, como era praxe na época. Com sua índole possessiva e 
perseverante, Cardano não descansou enquanto Tartaglia não lhe revelou os procedimentos 
usados por ele, muito a contragosto e sob promessa de segredo, em especial de não divul- 
gá-los em suas obras. 

Mas, descobrindo depois que o pai da ideia tinha sido Scipione del Ferro (1465-1526) 
(pelo menos para as do tipo x? + mx = n), professor da Universidade de Bolonha, por volta 
de 1515, Cardano considerou-se liberado das promessas feitas e decidiu publicar, em sua 
obra Artis magnae sive de regulis algebraicis liber unus, mais conhecida como Ars Magna 
(1545), resoluções de alguns tipos de equações algébricas de grau três, representadas por 
exemplos com coeficientes numéricos positivos, bem como os fundamentos geométricos 
dos procedimentos. 

Em notação moderna, a solução dada por Cardano na Ars Magna para a equação x? + mx = n 
se expressa por: 


x=V(n/2) + V(n/2} + (m/3} - V- (n/2) + V(n/2} + (m/3} 


Essa fórmula tem semelhança com a conhecida fórmula de resolução das equações 
algébricas de grau dois na medida em que envolve apenas operações básicas com os coeficien- 
Zu 


tes e radiciações. Por isso se diz que xº + mx = n é “resolúvel por radicais”. Mas Cardano deu 
também suas contribuições à questão. Além de, na obra, dar os devidos créditos a Tartaglia. 
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Como seria de esperar, Tartaglia considerou a publicação de “seu” procedimento por 
Cardano, na obra referida, uma traição. E tornou público o ocorrido. Cardano não se alterou 
com isso, mas Ferrari, tomando as dores do patrono, desafiou Tartaglia para um embate 
matemático. Este só aceitou, em 1548, depois de, curiosamente, ter-lhe sido oferecida uma 
cátedra sob a condição de derrotar Ferrari em um embate matemático. 

Tartaglia aceitou o embate, sem reparar, porém, que na Ars Magna figuravam tópicos 
desconhecidos dele, entre os quais a resolução das equações de grau quatro que, como 
Cardano ressaltou, era “devida a Ludovico Ferrari, que o inventou atendendo a pedido meu”. 
O fato é que, por estar assim em desvantagem em relação a Ferrari, e, principalmente, pelo 
grande talento matemático deste último, Tartaglia foi derrotado. E só lhe restou cultivar o 
rancor por Cardano até o fim da vida. 


Grupos s——— 


a E ojmides 
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4.1 GRUPOS E SUBGRUPOS 


4.1.1 Nota histórica 


A primeira obra a estudar os fundamentos da álgebra, com ênfase no seu caráter simbó- 
lico, foi Treatise of algebra (primeira edição, em um volume, 1830; segunda edição, em dois 
volumes, 1842,1845), de autoria do inglês George Peacock (1791-1853), professor (e ex-aluno) 
da Universidade de Cambridge. A obra fez sucesso principalmente por sua iniciativa de ele- 
var a Álgebra do papel de aritmética simbólica, a que era reduzida até então, para o de ciência 
formal dedutiva. 

Em sua abordagem, Peacock fazia distinção entre o que chamava de álgebra aritmética 
e o que chamava de álgebra simbólica. A primeira operava com símbolos que representavam 
números e a segunda com símbolos sem significado próprio mas sujeitos a operações intro- 
duzidas a priori. Porém, as propriedades de que gozam estas operações deveriam ser as 
mesmas da álgebra numérica, quando os símbolos representassem números. A esta exigên- 
cia Peacock chamava de princípio da permanência de formas equivalentes. 

Em um artigo de 1840, Duncan F. Gregory (1813-1844) deu a conhecer sua visão sobre 
a obra de Peacock. Por exemplo, ao ressaltar que a álgebra simbólica ocupa-se de operações 
cuja natureza não importa, importando sim os axiomas a que estão sujeitas, embora estes 
possam ser inspiradas pelas operações habituais com números. E que a abordagem se faz, 
então, a partir da suposição de que existam classes de operações sujeitas a um mesmo con- 
junto de leis. 

Alguns episódios importantes da história da matemática, ocorridos no século XIX vieram 
a reforçar o interesse por novos caminhos para a álgebra. Por exemplo, em 1835 o matemá- 
tico irlandês W. R. Hamilton (1805-1865) tentou generalizar para o espaço tridimensional os 
números complexos, por meio de ternos ordenados (a, b, c). Depois de mais de uma década 
de pesquisas (sem possibilidade de êxito, como provaria Hurwits em 1898) abandonou 
o projeto inicial e deu prosseguimento à sua pesquisa com quádruplos ordenados. 
Nasceriam assim os quatérnions, um sistema algébrico em que as unidades são 1 = (1,0,0,0), 
i=(0,1,0,0),]=(0,0,1,0), k = (0, 0, 0, 1). Mas, a imposição de que multiplicação gozasse da 
propriedade associativa, fosse distributiva em relação à adição e o módulo de um produto de 
dois quatérnions fosse igual ao produto dos módulos dos fatores, como era de esperar, impli- 
cava a existência de pares de quatérnions que não comutavam. Por exemplo: 


ij = -ji, ik = -ki e jk = -kj. 


Na década de 1850, ao lidar com transformações lineares, associando-as a matrizes, o 
inglês Arthur Cayley (1821-1899) chegou à operação multiplicação de matrizes como re- 
sultante da composição de duas transformações. Era mais uma multiplicação importante 
não comutativa. 

A Álgebra Moderna (ou Álgebra Abstrata) estava só começando. 
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4.1.2 Conceito de grupo 


Definição 1 - Um sistema matemático constituído de um conjunto não vazio G e uma 
operação (x, y) > x * y sobre G é chamado grupo se essa operação se sujeita aos axiomas 
a seguir: 


e Associatividade 
(a *b) *c =a * (b *c), quaisquer que sejam a, b, c E G; 


e Existência de elemento neutro 
Existe um elemento ee G tal que a *e = e xa = a, qualquer que seja a E G; 


e Existência de simétricos 
Para todo a E G existe um elemento @’ E€ G tal que a *a’ =a’ *a =e. 


e Se, além disso, ainda se cumprir o axioma da comutatividade 
a *b = b *a, quaisquer que sejam a, b E G, 


o grupo recebe o nome de grupo comutativo ou abeliano. 

Mantidas as notações da definição, um grupo poderá ser indicado apenas por (G, *), em 
que, para facilitar, o símbolo * indica a operação sobre G. E, quando não houver possibilidade 
de confusão, até esse símbolo poderá ser omitido. Assim, será comum usarmos expressões 
como, por exemplo, “Seja G um grupo” ou“ Consideremos um grupo G”, o que naturalmente 
pressupõe a operação subentendida. Outra maneira ainda de nos referirmos a um grupo (G, *) 
é dizer que “G tem uma estrutura de grupo em relação à operação x ”. 


4.1.3 Propriedades imediatas de um grupo 


Seja (G, *) um grupo. As propriedades já demonstradas para uma operação sobre um 
conjunto (Capítulo 3) nos asseguram: 


e a unicidade do elemento neutro de (G, *); 

e a unicidade do simétrico de cada elemento de G; 

e que, se e é o elemento neutro, então e’ = e; 

e que (@’} = a, qualquer que seja a E G; 

e que (a *b}’ = b’ »*@ e, portanto (raciocinando por indução), que 


G tatata Sa ka tta maT; 


e que todo elemento de G é regular para a operação *. Ou seja: 
sea *x=a *y (oux *a = y *a), então x = y. 


Além disso, pode-se demonstrar também que 


e no grupo G, a equação a *x = b (x *a = b) tem conjunto solução unitário, constituído 
do elemento a’ * b (respectivamente, b * a”. 
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Consideremos a * x = b. Substituindo-se x por a” * b no primeiro membro da equação, 
obtém-se 


a*(a'*b)=(a+a)+b=ex+b=b, 


o que garante que efetivamente a’ * b é solução da equação. Por outro lado, se x, é uma 
solução, então a *X = b. Daí: 


a’ * (a*x ) =a *b. 


Como a’ * (a * x.) = (a’ *a) *X, = e * X = Xy então x, = a’ * b. 

Nesta altura, cabem algumas observações no que diz respeito à linguagem a ser empre- 
gada daqui para a frente: 

Um grupo cuja operação é uma “adição” será chamado de grupo aditivo, ao passo que, se 
a operação é uma “multiplicação”, será nomeado grupo multiplicativo. No caso de grupo adi- 
tivo, o simétrico de um elemento a é chamado oposto de a e indicado por -a; e, no caso de um 
grupo multiplicativo, inverso de a é denotado por a“. 

Na maior parte da teoria sobre grupos a ser desenvolvida aqui usaremos a notação mul- 
tiplicativa para indicar a operação. Motivo: é mais prática e, é claro, os resultados obtidos 
valem em qualquer caso, bastando mudar convenientemente a notação. 


4.1.4 Grupos finitos 


Um grupo (G, *) em que o conjunto G é finito, chama-se grupo finito. Nesse caso, o número 
de elementos de G é chamado ordem do grupo (notação o(G)) e a tábua da operação * se deno- 
mina tábua do grupo. O primeiro matemático a usar tábuas para representar grupos foi o 
inglês Arthur Cayley (1821-1899). Cayley, que valorizava sobremodo os aspectos formais da 
matemática, foi provavelmente o precursor do estudo abstrato da teoria dos grupos. Outra 
realização importante desse matemático foi a introdução das matrizes na matemática, como 
vimos no item 4.1.1. 


| Exemplo 1 $ É fácil verificar que G = (-1, +1} é um grupo multiplicativo. Sua ordem obviamente é 
2 e sua tábua: 


4.1.5 Alguns grupos importantes 


4.1.5.1 Grupo aditivo dos inteiros (comutativo) 


Sistema formado pelo conjunto dos inteiros e pela adição usual sobre esse conjunto. 
Motivo: a adição usual é uma operação sobre Z, associativa e comutativa. Mais: há um ele- 
mento neutro para ela (o número 0), e o oposto -a de um elemento a E€ Z também pertence 
a esse conjunto. Obviamente essas propriedades são pré-requisitos para este trabalho. 
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4.1.5.2 Grupo aditivo dos racionais (comutativo) 


Sistema formado por Q e pela adição usual sobre esse conjunto. O porquê é o mesmo do 
exemplo anterior. 


4.1.5.3 Grupo aditivo dos reais (comutativo) 


Sistema formado por R e pela adição usual sobre esse conjunto. O porquê é o mesmo do 
primeiro exemplo. 


4.1.5.4 Grupo aditivo dos complexos (comutativo) 


A soma de dois números complexos z = a + bi e w = c + di é definida por z + w = (a + c) + 
(b + di. É fácil verificar que essa operação é associativa. Mais ainda verificar que 0 = 0 + 0 » i é 
elemento neutro dessa operação. Por fim, para todo complexo z = a + bi, o número complexo 
-Z = (-a) + (-b)i é seu oposto, o que pode ser verificado diretamente sem nenhuma dificuldade. 


4.1.5.5 Grupo multiplicativo dos racionais (comutativo) 


Sistema formado pelo conjunto dos racionais não nulos e pela multiplicação usual sobre 
esse conjunto. O conjunto Q* é fechado em relação à multiplicação, ou seja, o produto de dois 
números racionais não nulos também é diferente de zero. A multiplicação usual é associativa 
em Q* porque o é em Q; o número 1, elemento neutro da multiplicação, obviamente é diferente 
de 0; ese a + 0, o mesmo acontece com seu inverso a. Também neste caso admitimos como 
pré-requisito o conhecimento das propriedades da multiplicação de números racionais. 


Contraexemplo 1: O sistema formado pelo conjunto Z* e pela multiplicação de números inteiros não é 
um grupo, embora o produto de dois inteiros não nulos seja sempre um inteiro não nulo. Ocorre que 
nenhum inteiro a, salvo 1 e -1, tem inverso em Z. 


4.1.5.6 Grupo multiplicativo dos reais (comutativo) 


Sistema formado por R* e pela multiplicação usual sobre esse conjunto. O porquê é o 
mesmo do exemplo anterior. 


4.1.5.7 Grupo multiplicativo dos complexos (comutativo) 


Sistema formado pelo conjunto C* e pela multiplicação usual de números complexos. O pro- 
duto de dois números complexos z = a + bi e w = c + di é definido por zw = (ac - bd) + (ad + bc)i. 
Se os números dados são diferentes de 0, o mesmo acontece com o produto, como se pode 
verificar. Essa operação é associativa e comutativa, e a verificação disso é apenas uma 
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questão de cálculos algébricos; o elemento neutro é 1 = 1 + Oi, e o inverso de um elemento 
z=a+ bi não nulo, é: 
a —b 


= + i, 


tP +b 


também um número complexo não nulo, considerando-se que a + 0 ou b + 0. 


4.1.5.8 Grupo aditivo de matrizes m x n (comutativo) 


Nas considerações a serem feitas aqui indicaremos por K, indistintamente, um dos se- 
guintes conjuntos, Z, Q, R ou C, e por M „„„(K) o conjunto das matrizes sobre K com m linhas 


e n colunas. Isso posto mostraremos que M | (K) é um grupo aditivo. Para isso, lembremos 
primeiro que a adição de matrizes em M, (K) é definida da seguinte maneira: 


Se 
a, º Ain b, b, 
P- EA E é B= [essesi 5 
a b b 
ml mn ml mn 
então 
a+b, at, 
AB [usaria A E E serao 
a +b a + 
ml ml mn mn 


e, portanto, trata-se de uma operação sobre o conjunto M | (K). 
Essa adição cumpre os axiomas exigidos pela definição 1, o que é fácil de provar: 


Associatividade: A + (B + C) = (A + B) + C 
Comutatividade: A + B = B + A 


Existência de elemento neutro: é a matriz 


em se tomando 


sas A 
ml mn 
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que obviamente também é uma matriz de M, (K), então: 
mxn” 


Portanto, (M „„„(K), +) é um grupo aditivo abeliano quando K = Z, Q, R ou C. 


4.1.5.9 Grupos lineares de grau n (multiplicativo, não comutativo se n > 1) 


Indicaremos agora por K, indistintamente, um dos conjuntos Q, R ou C por M (K) o 
conjunto das matrizes de ordem n sobre K. Tratando-se de um caso particular do exemplo 
anterior, M (K) é um grupo aditivo. No que se refere à multiplicação de matrizes, porém, a 
situação é diferente. Lembremos que a multiplicação de matrizes (linhas por colunas) é de- 
finida da seguinte maneira: se A = (a,) eB= (b,), então: 


AB=(c)emquec =5a,b, (ij=1,2,..9n). 
y y kal t J 


Para essa operação vale a associatividade, como é bem conhecido. Mais: ela conta com 
um elemento neutro, que é a matriz idêntica de ordem n: 


10..0 
p=|0 10 
00..1 


0 0...0 
0,=[9 0 = 0 
0 0...0 


cujo produto por uma matriz qualquer é ela mesma, portanto diferente de 1, 

Para saber quais matrizes de ordem n têm inversa, recorremos ao seguinte teorema da 
teoria dos determinantes: “Uma matriz A E M (K) é invertível se, e somente se, det(A) + 0”. 
Como o conjunto das matrizes invertíveis, que indicaremos por GL (K), inclui a matriz 
idêntica 1, cujo determinante é igual a 1 e det(AB) = det(A)det(B) + 0,4, BE GL (K), então 
(GL (K), +) é um grupo. Esse grupo não é comutativo quando n > 1, pois, por exemplo, se 


150 Álgebra moderna 


então: 


O grupo (GL (K7), -) é chamado, respectivamente, grupo linear racional, real ou complexo, 
de grau n, conforme K = Q, R ou C. 


4.1.5.10 Grupos aditivos de classes de restos (comutativo) 


Lembremos que, para qualquer inteiro m > 1, o conjunto das classes de resto módulo m, 
ou seja, Z „= {0, 1,2,...,m - 1} é o conjunto quociente de Z pela relação de congruência, mó- 
dulo m. Portanto, O é formado por todos os inteiros congruentes a 0, módulo m, 1 por todos 
os inteiros congruentes a 1, módulo m, e assim por diante. No Capítulo 3, item 3.14, vimos 
que a adição módulo m, definida por 


a+b=a+b 


é uma operação sobre Z „para a qual vale a associatividade e a comutatividade. 
E que, além disso: 


a+0=a+0=a. 


Portanto, O é o elemento neutro dessa operação. Mais, que a classe m - a é o oposto de 
a E€ Z „na adição módulo m, pois 


a+m-a=a+(m-a)=m=0, 


uma vez que m = 0 (mod m). Então - a = (m - a). 
De onde (Z +) é um grupo comutativo, para todo inteiro m > 1, chamado grupo aditivo 
das classes de resto módulo m. Vale notar que a ordem desse grupo é m. 


| Exemplo 2 $ Construir a tábua do grupo (Z, +). 


4.1.5.11 Grupos multiplicativos de classes de restos 
No capítulo anterior, vimos também como se introduz a multiplicação módulo m em Z : 
sea, b € Z „ então a- b = ab. 


Naquela oportunidade mostramos que essa operação está bem definida e goza das pro- 
priedades associativa e comutativa; além disso, a classe {T é elemento neutro, uma vez que 
a-1=1:a=1:a=a. 
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Mas ocorre que, mesmo excluindo-se o elemento 0 de Z „ que obviamente não tem in- 
verso para a multiplicação módulo m, nem sempre o conjunto restante é um grupo 
multiplicativo. De fato, a restrição da multiplicação módulo 4 aos elementos de Z, - {0}, por 
exemplo, nem sequer é uma operação sobre esse conjunto, uma vez que 2+2 = 0. 

Provaremos agora que a restrição da multiplicação módulo m aos elementos de VA = 
Eus {0} é uma operação sobre esse conjunto se, e somente se, m é um número primo. 


(>) Suponhamos que m não fosse primo. Como m > 1, existem dois inteiros a, b > 1 tais 
que ab = m. Dessa igualdade resulta que ab = m. Como a -b=abem=0,entãoa-b =0,0 que 
é impossível pois a, b € Z* e0 ¢ Z*, 


(-) A única possibilidade de a multiplicação módulo m, quando restrita aos elementos 
de E. não ser uma operação sobre esse conjunto é acontecer de a - b = 0 para algum par 
de elementos desse conjunto. Mas isso implicaria ab = O e, portanto, ab = 0 (mod m). Daí, 
m | ab e, como m é primo por hipótese, então m | a ou m | b. Considerando-se, por exemplo, 
a primeira hipótese, a = mq, para algum inteiro q, e, portanto: 


a=mq=m:-q=0.q=0, 


o que é um absurdo, visto que, por hipótese, q € Ea 

Mostraremos agora que, se m é primo, a multiplicação módulo m, quando restrita aos 
elementos de É ag faz desse conjunto um grupo. Para isso basta mostrar que, qualquer que 
seja o elemento a € Z* , pode-se encontrar b € Z* tal que a -b = 1. 

De fato, se a € Z, então a não é múltiplo de m. E, como m é primo, então mdc(m, a) = 1. 
Daí, mx, + ay, = 1, para convenientes inteiros x, € y, (identidade de Bezout). Reduzindo-se 
essa igualdade, módulo m: 


mta =M-A+a-Y=0Y=1, 


* z . = 
o que mostra que y, (que pertence a Z „) é o inverso de a. 
. ~ . . . * 4 . . . 
As considerações anteriores permitem concluir que Z „ é um grupo multiplicativo se, e 
somente se, m é primo. 


Exemplo 3 Determinemos o inverso de 4 em Z; usando o raciocínio da última demonstração. 
Ora, uma solução de 5x, + 4y, = 1, que pode ser determinada por simples observação, é (1, -1). Logo, 
Y, = -1 e, portanto, o inverso de 4 é -1 = 4, pois 4 = -1 (mod 5). 


4.1.5.12 Grupos de permutações 


a) Permutação é o termo específico usado na teoria dos grupos para designar uma 
bijeção de um conjunto nele mesmo. Se E indica um conjunto não vazio, denotaremos por 
S(E) o conjunto das permutações dos elementos de E. A composição de aplicações é, neste 
caso, uma operação sobre S(E), pois, se f e g são permutações de E, ou seja, se f: E > E e 
g: E > E são bijeções, então a composta gof: E > E também é uma bijeção, como vimos no 
capítulo anterior, proposições 6 e 7. 
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Vimos também que vale a associatividade para essa operação e que i,: E > E (aplicação 
idêntica de E), que obviamente é uma bijeção, é o elemento neutro nesse caso, posto que: 
iN = i; (f(x)) = f(x), para todo x € E, o que garante a igualdade i,of = f. Analogamente 
se prova que foi, = f. Finalmente, se f é uma permutação de E, então o mesmo acontece com 
f“ (aplicação inversa de f), que, como também foi visto no capítulo anterior, é uma bijeção e 
é o elemento inverso de f para a composição de aplicações, pois fof t = fof = ij. 

Portanto, (S(E), o) é um grupo - o grupo das permutações sobre E. Esse grupo é comuta- 
tivo se, e somente se, sua ordem é 1 ou 2. De fato, se a ordem é 1, S(E) só possui um elemento, 
a aplicação idêntica que, naturalmente, comuta consigo mesma. Se a ordem é 2 e os elementos 
de E forem indicados por a e b, então S(E) também só tem dois elementos: a aplicação idêntica 
e a aplicação que leva a em b, e vice-versa. Como, obviamente, esta última aplicação comuta 
consigo mesma e com i, então (S(E), o) também é comutativo nesse caso. 

Suponhamos agora que o(S(E)) > 2 e que, portanto, E tenha mais do que dois elementos. 
Designando por a, b e ctrês elementos distintos de E, consideremos as permutações f e g de 
S(E) definidas da seguinte maneira: 


f(a) = b, f(b) = a e f(x) = x qualquer que seja x + a, b 


g(a) =c, g(c) = a e g(x) = x qualquer que seja x + a, c. 


É claro que f e g são permutações de E, pela maneira como foram construídas. Além 
disso, 


(og)(a) =flg(a)) = f(c) =c 


(gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = b, 


o que mostra que gof + fog e, portanto, que S(E) não é comutativo. 


b) Um caso particular importante do grupo de permutações, aliás relacionado com a ori- 
gem da teoria dos grupos, é aquele em que E = (1, 2, ..., n}, com n > 1. Neste caso, em vez da 
notação genérica S(E), usa-se S, para indicar o conjunto das permutações sobre E. E o pró- 
prio grupo (S,, o) tem um nome especial: grupo simétrico de grau n. A análise combinatória 
nos ensina que esse grupo tem ordem n!, número de permutações que se podem construir 
com n elementos, permutações estas que podem naturalmente ser colocadas em correspon- 
dência biunívoca com os elementos de S, 

Para o estudo dos grupos simétricos costuma-se usar a seguinte notação: se f ES e 


fD = ip f(2) = à, .. f(n) = i, então: 
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Por exemplo, a permutação idêntica é denotada por 


I Zan 
| Bati) 
Nessa notação, a ordem das colunas não importa, embora em geral se usem os elemen- 
tos da primeira linha em ordem crescente. Por exemplo, em S,, 


1 23 2 31 
2 1.3) 11.325 
pois ambas têm o mesmo efeito sobre os elementos de E. 


Com essa notação, a composição de duas permutações 


12..m LÈ qse il 
ici) er 


ZE Lad, N 


se faz da seguinte maneira: 


IR TEOR (o 


gºf= | i . 
h e J, Ja 


pois (gof)(r) = gF) = 9(i) =j, 


Por exemplo, em S a 


1234 1234 1234 
o = . 
2 4 1 3 3 1 4 2 1234 


Notar que, por exemplo, a imagem de 3 pela composta se obtém da seguinte maneira: 
354583. 


Ainda de acordo com essa notação, se 


então 
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Por exemplo, em S, a permutação inversa de 
1234 
4312 
é: 
jis i23 a 
3421 


Tábuas de S, e S, 


Obviamente a construção dessas tábuas envolve muitos cálculos. Por brevidade, então, até porque o 
raciocínio é sempre o mesmo, nos ateremos, em cada caso, a efetuar uma composição apenas. Sugeri- 
mos ao leitor verificar os demais resultados. 

Tábua de S, 


Fazendo 


0 


então fof, = | 2|- f. Logo: 


Tábua de S, 


Façamos 


Observemos como se obtém f,0g,, por exemplo: 


a AA DO RS a A 
t> Ss i 1213) 821 e 


De maneira análoga se obtêm os demais “produtos”. Feito isso e colocando-se esses “produtos” numa 
tábua, o resultado será o seguinte, como o leitor poderá checar: 
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h 
7 h 
7 h 3 fo 


f 


D2 | 2 |B| A| h 
93 | I3 | Jı | 2| f 


Vale observar também que esse grupo não é abeliano, uma vez que sua tábua não é si- 
métrica em relação à diagonal principal. Por exemplo, f,0g, = g, ao passo que g,ºf, = g,. Como 
se verá no desenvolvimento da matéria, todo grupo de ordem menor que 6 é comutativo. 
Outra coisa importante mostrada pela tábua é que o conjunto C, = {f f, f,) também é um 
grupo quando considerado com a composição de permutações. De fato, além de ser fechado 
para a composição, como se vê na tábua, vale a associatividade porque vale em S,, o elemento 

4 i -1 = -1 = -1 — 
neutro f, está no conjunto, e f = fyf t =f ef Efe 
, k . r "n _ _ ga 

Finalmente, é importante observar ainda na tábua que f? =fof, =f,9,f,=9,€9ºf/= 

9,º(f,ºf,) = 9, e que, portanto, convencionando-se que f? = fy: 


Sufi Ty By 0f F 


Se em vez de f, tomarmos f, e em vez de g, tomarmos g, ou g,, obteremos uma alter- 
nativa equivalente para escrever os elementos do grupo S,. Essa observação é importante 
porque mostra que é possível escrever (“gerar”) todos os elementos do grupo usando-se 
apenas dois deles. 

Mostraremos agora como fica a tábua do grupo S, com essa forma de escrever seus 
elementos. Evidentemente é só trocar, na tábua já construída, f, por f?, g, por 9,ºf, e 9, 


por g,of?: 


1 Sea é elemento de um grupo cujo elemento neutro é e, define-se a° = e. Portanto, no grupo em estu- 


do f? = fo. 
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Notar, por último, que C, = {fy ff) = (fp fE} e, portanto, é possível escrever todos os 
seus elementos usando-se um deles apenas. Ou seja, f, gera C,. 


4.1.5.13 Grupos de simetrias 


a) Simetrias do triângulo equilátero 

Denomina-se simetria de um triângulo equilátero T qualquer aplicação bijetora? f: T > T 
que preserva distâncias. Preservar distâncias significa que, se a e b são pontos arbitrários do 
triângulo, então a distância de f(a) a f(b) é igual à distância de a a b. Uma isometria pode ser 
imaginada como uma transformação geométrica que leva uma cópia do triângulo a coincidir 
com ele próprio. 

Para caracterizar geometricamente as simetrias do triângulo, indiquemos seus vértices 
consecutivamente por 1, 2, 3 e consideremos as seguintes retas pelo baricentro O do triân- 
gulo: x, pelo vértice 1, y, pelo vértice 2, e z, pelo vértice 3. Denotando-se por RyR,eR,as 
rotações de 0, (217)/3 e (41)/3 radianos em torno de O no sentido anti-horário e por X, Ye Z, 
respectivamente, as reflexões espaciais de 7 radianos em torno das retas x, y e z, prova-se que 
o conjunto das simetrias do triângulo é exatamente {R, R, R, X, Y, Z} (uma demonstração 
desse fato foge ao objetivo deste texto). Mostraremos a seguir, por meio da construção de uma 
tábua, que esse conjunto, com a composição de transformações, é um grupo não abeliano. 
Para isso, vejamos primeiro como se obtém geometricamente R oY e YoR, por exemplo. 


3 1 2 
i 
Rı 
Ya ex T Ya TZ = Za -xX 
1 z 2 3 X 2 1 y 3 


=w 


2 
I 
R dk Y 
`~ Ed a - Ed Ed Zx „xX 


Xg 1 y 


Ww 


2 Na verdade, pode-se provar que, se fé sobrejetora e preserva distâncias, então f é uma bijeção. 
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Efetuando-se todas as composições possíveis, obtém-se a seguinte tábua: 


Por meio dela se verifica o fechamento, que R, é o elemento neutro e que Rs =R 
R? =R, R;'=R,X'=X,Y'=YeZ'=Z. 

Valendo a associatividade, por se tratar de composição de aplicações, então efetiva- 
mente se trata de um grupo. Denotaremos esse grupo por D, = {Ry Rp R» X, Y Z}. Como a 
tábua não é simétrica em relação à diagonal principal, então ele não é abeliano. 

Por outro lado, observando-se que R? = R OR, = R„ XoR, =Z e XoR? = Y, então 


0” 


D, = (RO R, R2, X, XOR, XoR?} 


Ou seja, D, é gerado por R, e X. 

Vale observar ainda que a “partição” mostrada na tábua põe em relevo o seguinte: que a 
composta de duas rotações é uma rotação; que a composta de duas reflexões é uma rotação; 
que a composta de uma reflexão com uma rotação ou de uma rotação com uma reflexão é 
uma reflexão. 


b) Simetrias do quadrado 

Uma simetria de um quadrado Q é, como se pode induzir do caso do triângulo, uma 
aplicação bijetora f: Q > Q que preserva distâncias. E tal como no caso do triângulo, 
uma isometria pode ser imaginada como uma transformação geométrica que leva uma cópia 
do quadrado a coincidir com ele próprio. 

Para caracterizar geometricamente as simetrias do quadrado, cujo conjunto será indi- 
cado por D, indiquemos seus vértices consecutivamente por 1, 2, 3, 4 e consideremos as 
retas x e y respectivamente pelas diagonais 13 e 24 do quadrado, e as retas ze w a primeira 
perpendicular aos lados 12 e 34 pelo ponto médio de ambos e a segunda perpendicular aos 
lados 23 e 14, também pelo ponto médio de ambos. O centro do quadrado, que é interseção 
dessas retas, será indicado por O. Então, denotando-se por Ry R, R, R, as rotações de 0, 1/2, 
T e 3 1/2 em torno do ponto O, no sentido anti-horário, por Xe Y as reflexões espaciais de 
t radianos em torno das retas x e y e por Ze Was reflexões espaciais de n radianos em torno 
das retas z e w, respectivamente, demonstra-se (aqui apenas mencionamos esse fato) que 
D, = {Ry Rp Rp Ry & Y Z W}. Por meio da construção de uma tábua, mostraremos agora 
que esse conjunto, com a composição de transformações, é um grupo. A título de ilustração 
vejamos (figura a seguir) como se obtém, por exemplo, ZoR, e R,0Z. 
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4 
“ 10,7 
Eq 
TA sds 
Pp 
+ 


Efetuando-se as demais composições, a tabela obtida é a seguinte (sugerimos ao leitor 
checar os resultados): 


[ACACACACARAESNARA 
ES || | EARMESRA 


Sal | HERE 


X 
ziz|lyriw 
w|lw|x|z 


Essa tábua mostra imediatamente que a composição de simetrias é uma operação em D, 
A associatividade da operação vale por se tratar de particular composição de permutações. 
Como, ademais, R, é o elemento neutro e Rj'=R, R/'=R,Rj'=R,Rj'=R$X!=X Y'= Y, 
Z1 = Z, W? = W então (D, o) é um grupo: o grupo das simetrias do adiado: D, não é 
comutativo, pois, por exemplo, XoZ = R, e ZoX = R} 

Observando-se que R? = R, R? = R?oR, = RoR, = R} XOR, =Z, XoR? = XoR, = Y e Xo R? = 
= XoR, = W, então: 


D, = {R?, R, R2, R3, X, XOR, XoR2, Xo R3} 


isto é, D, é gerado por R e X. 

Convém notar que a partição mostrada na tábua põe em destaque o seguinte: a com- 
posta de duas rotações é uma rotação; a composta de duas reflexões é uma rotação; e a 
composta de uma rotação com uma reflexão, ou vice-versa, é uma reflexão. Em particular o 
conjunto R, das rotações do quadrado também é um grupo. 
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4.1.5.14 Grupos diedrais 


O conceito de simetria de um triângulo e de um quadrado, que acabamos de focalizar, 
pode ser estendido naturalmente para um polígono regular qualquer de n lados. Tal como 
nos casos particulares focalizados, o número das simetrias de um polígono regular de n lados 
é o dobro do número de lados, portanto 2n no caso geral. Para descrever essas simetrias, 
denotemos os vértices do polígono consecutivamente por 1, 2, ..., n e o conjunto das simetrias 
por D,. Duas simetrias bastam para gerar D : a rotação R de 27/n radianos em torno do cen- 
tro O do polígono (figura a seguir) 


n+1 m=4 
2 2 
1 ES n 
R 
n+3 n+1 
2 n 2 n—1 


e a reflexão x de 7 radianos em torno da reta x pelo vértice 1 e pelo centro do polígono (figura 
a seguir). (Em ambas as figuras consideramos n ímpar.) 


n 


n+1 n+3 
2 2 
N 
1 — 1 
X 
n+3 n+1 
2 n 2 2 


Isso posto, pode-se demonstrar que o conjunto das simetrias do polígono é 
D, = {R°, R, R?, RA X, XOR, OR, o 


e que esse conjunto é um grupo com a composição de transformações. Ou seja, que D, é um 
grupo gerado por dois de seus elementos, isto é, a rotação R e a reflexão X, resultado que 
constitui uma generalização do que foi visto para o triângulo e o quadrado. 

O grupo D, é chamado grupo diedral de grau n. Em particular D, e D, são os grupos die- 
drais de graus 3 e 4, respectivamente. 

Outro fato importante que envolve o grupo diedral D „é que o conjunto R, =(Rº,R, R?,.., R1} 
das rotações do polígono é também um grupo em relação à composição de transformações. 


4.1.5.15 Produtos diretos externos 


Sejam G e L grupos que, para facilitar, suporemos multiplicativos (para o caso aditivo, por 
exemplo, bastaria mudar o símbolo da operação). Vejamos como transformar G x L em um 
grupo da maneira mais natural possível a partir das operações de Ge L. 
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Supondo G e L multiplicativos, a “multiplicação” 


((a, b), (c, d)) = (a, b)(c, d) = (ac, bd) 


definida para pares quaisquer (a, b), (c, d) E G x L certamente é uma operação sobre G x L, 
a mais natural possível no caso. E, com essa operação, G x L ganha uma estrutura de grupo. 
De fato: 


° [la b)(c d)](e, f) = (ac, bd)(e, f) = ((ac)e, (bd)f) = (a(ce), b(df)) = (a, b)(ce, df) = (a, b) 
[Cc d)(e, SJ; 

e see, ee, são os elementos neutros de G e L, respectivamente, então elemento neutro 
da “multiplicação de pares” é o par (e,, e,). 


Se (a, b) E G x L e se indicarmos os inversos de a e b em G e L respectivamente por a' e 
b’, então: 


e (a, b)(a; b’) = (aa; bb” = (e, e,) = elemento neutro da “multiplicação” em G x L. O grupo 
G x L assim introduzido será chamado produto direto (externo) dos grupos G e L dados. 
Esse novo grupo é comutativo se, e somente se, ambos os grupos fatores o forem. 


Mutatis mutandi, o raciocínio é o mesmo quando as operações de G e L são adições ou 
mesmo diferentes. 


4.2 SUBGRUPOS 


Consideremos o grupo (IR, +). Observemos que Z, por exemplo, é um subconjunto de R 
para o qual valem as seguintes propriedades: (4) Z é fechado para a adição; (B) (Z, +), em 
que + indica a adição de R, restrita aos elementos de Z, também é um grupo. Por isso se diz 
que Z é um subgrupo de R. Considerações análogas poderiam ser feitas com Q, por exemplo. 
Portanto, OQ também é um subgrupo de R. Vejamos agora um exemplo menos corriqueiro. 
Mantida a notação de 4.1, consideremos o grupo S, = {fy fp f» Ip I» 9,) das permutações 
sobre o conjunto (1, 2, 3). A tábua desse grupo nos mostra que o subconjunto C, = {fy ff) é 
fechado para a composição de permutações. Mais: C,, com a composição de permutações, 
tem uma estrutura de grupo, como já destacamos. Por essa razão, C, é um subgrupo de S.. 
A definição geral de subgrupo, a ser dada agora, inspira-se em casos como esse. 


Definição 2 - Seja (G,*) um grupo. Diz-se que um subconjunto não vazio H C G é um 
subgrupo de G se: 


e Hé fechado para a operação * (isto é, se a, be H então a * b E H); 
e (H, *) também é um grupo (aqui o símbolo * indica a operação de G restrita aos ele- 
mentos de H). 
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Se e indica o elemento neutro de G, então obviamente fe) é um subgrupo de G. É imediato, 
também, que o próprio G é um subgrupo de si mesmo. Esses dois subgrupos, ou seja, (e) e G, 
são chamados subgrupos triviais de G. 


Proposição 1 - Seja (G, *) um grupo. Para que uma parte não vazia H c G seja um sub- 
grupo de G, é necessário e suficiente que a * b’ seja um elemento de H sempre que a e b per- 
tencerem a esse conjunto. 


Demonstração - (=) Indiquemos por e e e „ respectivamente, os elementos neutros de G e H. Como 
e, te =e =e *e 


e todo elemento do grupo é regular em relação a +, então e = e,. 
Tomemos agora um elemento b € H e indiquemos por b’ e b’ seus simétricos em G e H, respec- 
tivamente. Como, porém, 


b’ *b=e =e=b»b 


então b,’ = b' (novamente pelo fato de todos os elementos do grupo serem regulares para sua ope- 
ração). Por fim, se a, b E H, então a * b, E H, uma vez que, por hipótese, (H, *) é um grupo. Mas 
b; =b’ e, portanto, a * b’ E€ H. 

(+) Como, por hipótese, H não é vazio, podemos considerar um elemento x, € H. Juntando esse 
fato à hipótese: x, *x, = e E€ H. Considerando agora um elemento b € H, da hipótese e da conclusão 
anterior segue que: 


e*b =b EH. 


Mostremos agora que H é fechado para a operação *. De fato, se a, b E€ H, então, levando em 
conta a conclusão anterior, a, b’ E€ H. De onde (novamente usando a hipótese): 


a*(b)'=a+beH. 


Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois, se a, b, c E€ H, então a, b, c E Ge, por- 
tanto, a * (b+*c) = (a * b) * c (já que essa propriedade vale em G). 


Convém observar que, se o grupo é aditivo, então a condição de subgrupo dada pela 
proposição apresenta-se assim: 


se a, b E H, então a + (-b) E H. 
E no caso de um grupo multiplicativo: 


sea, b E H, então ab € H. 


| Exemplo 5 g O conjunto H = {x € R* | x> 0) é um subgrupo do grupo multiplicativo dos números 
reais (R*, -). De fato, se a, be H, então a, b € R, a > 0 e b > 0. Mas, se b > 0, então b`’ > 0. Logo, 
ab` > 0, pois o produto de dois números reais estritamente positivos também é estritamente positivo. 
De onde, ab! E H. 
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Exemplo 6 Consideremos o grupo aditivo M, (R). Vamos mostrar, usando a proposição anterior, que 


H= eMR);a+d=0 


ne 
cd 


é um subgrupo de M (R). Obviamente trata-se de um conjunto não vazio. Note primeiro que as matrizes 
de Hse caracterizam pelo fato de os elementos da diagonal principal serem opostos um do outro. Obser- 
vado isso, tomemos duas matrizes de H: 


A=[º b e B=[[ s) 

C =a t -r 
Então: 

Asca=[2"" b-s|| 

c-t -a+r 


Como as entradas dessa matriz obviamente são números reais e - a +r = - (a - r), então A + (-B) € H. 


Consideremos dois grupos, G e L, supostos multiplicativos, por simplicidade. Ainda 
para facilitar, indiquemos os elementos neutros de G e L por 1. Então {1} x L= {((x, y E€ G x L| x=1} 
e G x {1} = {(x, y) E G x L | y = 1} são subgrupos do produto direto G x L. Faremos a verificação 
apenas para o segundo caso. 


Sejam a, B E G x {1}. Então a = (a, 1) e B = (b, 1), para convenientes elementos a, b € G. Portanto: 
ap! = (a, D(b, 1)` = (a, 1)(b7, 1) = (ab, 1). 


Como ab” E G, então ap! E G x (1). 


1. Quais dos conjuntos abaixo são grupos em relação à operação indicada? 


a) 4=(-2,-1,0, 1, 2); adição d) Z,; multiplicação 
b) D = {-1, 1}; multiplicação e) A=(xeZ |x é par); adição : 
c) Z ; adição f) A={xE€Z |x é ímpar}; multiplicação : 


Obs.: As operações, no caso, são a adição e a multiplicação usuais, restritas a cada um : 
dos conjuntos dados. 
2. a) No grupo aditivo Z, efetue as seguintes adições: 
13 +25 e 5 + 19 + 20. (O símbolo +, no caso, indica adição módulo 21). 


* 


19 


b) No grupo multiplicativo Z* „ efetue as seguintes multiplicações: 


13:14€e3:8-15. (O símbolo - indica, no caso, a multiplicação módulo 19). 
c) Resolva no grupo multiplicativo Z}: 4- x = (10) (multiplicação módulo 11). 
3. SeG=(a,b) é um grupo e b é seu elemento neutro, qual a tábua desse grupo? 


4. SeG=(a, b, c} é um grupo e c é seu elemento neutro, qual a tábua desse grupo? 


5. Mostre que R munido da operação * definida por x * y =x + y - 3xy é um grupo co- : 
mutativo. : 
6. Considere o conjunto G = Q - {-1} munido da operação definida por x ` y = X + y + xy. 
a) Prove que (G, -) é um grupo; 
b) Ache os simétricos (inversos) de 0,25 e -0,4; 
c) Resolva a seguinte equação nesse grupo: (0,2) -x = 4. (-0,4). : 
Obs.: Notar que, no exercício, a operação introduzida está expressa por um ponto ea : 
multiplicação usual em G = Q - (-1) por justaposição. Por exemplo: : 
4 : (0,3) = 4 + 0,3 + 4(0,5) = 4,3 + 2 = 6,3. 
7. Verifique se (Z x Z, *) é um grupo, em se definindo a operação assim: 
(a, b) * (c, d) = (ac, bd + 1). 
8. Seja G um grupo aditivo e H um grupo multiplicativo. : 
a) Prove que (G x H, ©), em que a operação é definida por (a, b) o (c, d) = (a + c, bd), é : 
um grupo: : 
b) prove que este grupo é comutativo se e somente se G e H são comutativos. : 
9. Pode-se provar também que G = R x R - f(0,0)) é um grupo, para a operação definida i 
assim: : 
(a, b) * (c, d) = (ac - bd, ad + bc). : 
Qual o elemento neutro desse grupo? G é comutativo? Se x = (a, b) E G, determine x” : 
(simétrico de x em relação à operação considerada). : 
10. Pode-se provar que (Q* x Q.) é um grupo, em se definindo a operação assim: 
(a, b) - (c d) = (ac, bc + d). + 
Isso posto, qual o elemento neutro desse grupo? Se x = (a, b) € Q* x Q., determine x’ : 
(simétrico [inverso] de x em relação à operação considerada). : 
11. Quais dos seguintes subconjuntos de Z”, são subgrupos deste grupo? : 
a) {1, 12} b) {1,5, 8, 12} c) {1,2,3,4, 6,8, 10, 12} : 
12. Determine todos os subgrupos do grupo aditivo Z, : 
13. 
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Abaixo, encontra-se a tábua de um grupo de ordem 6 cujo conjunto dos elementos é : 
representado por G = {e, a, b, c, d, fy: : 


a) Determine x € G de maneira que d“ - f- x- b = (a ; b » c)". 
b) Determine todos os subgrupos de ordem 2 e 3 do grupo G. 
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14. Construa as tábuas do grupo aditivo Z, e a do grupo multiplicativo (Z.)”. Verifique se : 
há alguma semelhança estrutural entre alguma delas e a tábua do exercício 13. 


15. a) Prove que Q [V2] = (a + bV2 | a, b € Q} é um subgrupo de (R, +); 
b) Q [V2] - {0} é um subgrupo multiplicativo de (R*, -)? Justifique. 
16. Abaixo se encontra a tábua de um grupo de ordem 6 cujo conjunto dos elementos é ; 
representado por G 


a) Resolva a seguinte equação em G: (c: d)* -x+ bat = fi. 
b) Determine todos os subgrupos de G de ordem 2 e 3. 
17. Prove que Q[i] = {a + bi | a, b e Q} é um subgrupo de (C, +). O conjunto Q[i] - {0} é um : 
subgrupo de (C*, )? Justifique. : 
18. Verifique se algum dos conjuntos definidos abaixo é subgrupo do grupo multiplicativo Q*: ; 
a) A=(xeQ|x>0); 


1+2m 
1+2n 


b) B= :mnez 


19. Verifique se algum dos conjuntos definidos abaixo é subgrupo do grupo multiplicativo R*. : 
a) 4=(a+b/2€R' |a, be O) 
b) B= {a + b\/2 € R'| a, be Q}. 

20. Verifique se algum dos conjuntos definidos abaixo é subgrupo do grupo multiplicativo C*. ; 
a) A= {cos0 + isen 0 € R* | 0 € R} 
b) B={z e€ R* | |z| = 1}. 


21. Mostre que 
“Ji a 
"=o 1 


são subgrupos do grupo multiplicativo das matrizes 2 x 2 sobre R invertíveis. Algum : 


:aER; e G= 


cos6 sen6 
:0ER 
Pei 0 cos 4 9 | 


deles é abeliano? 


22. Seja n um número natural maior que 1. A notação R” indica o seguinte conjunto 
R'=((a,a,ca)lasa,..a E R} 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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a) Prove que R” é um grupo comutativo, quando munido da adição definida assim: 
(a,pas.ca)+(b,b,..b)=(a+b,a,+b,.a+b). 
b) Verifique quais dos subconjuntos de R” abaixo são subgrupos deste grupo: 
H-((a,a,.va)eR'|a+a,+..+a =03 
H,=((a,a,..a)eR'|a E€ Z}; 
H, = {(a,, a, „a ,) E R"| a, >a,>..>a ). 
Considere o grupo S, : 
a) Mostre que o conjunto das permutações de (1, 2, 3, 4} que deixam fixos o elemento : 
4 é um subgrupo de S, : 
b) Construa uma tábua deste subgrupo e compare-a tábua com a tábua de 5.. 


Considere a tábua do grupo das simetrias de um quadrado (4.1.5.13). Determine a : 
seguinte simetria: R, © Z+ 0 X0 R, 
Considere o grupo do exercício 5. Quais dos seguintes subconjuntos de R são subgru- : 
pos desse grupo? : 
a) Z; b) Q; c) Q [v2]. 
Sejam H, e H, subgrupos de um grupo multiplicativo G. Prove que: H, U H, é um sub- : 
grupo de G se e somente se H, C H, ou H, C H. : 
Resolução: (>) Suponhamos que H, ¢ H, e H, ¢ H, Então Ja € G tal quea € H ea ¢H, : 
e Ib € G tal que b € H, e b ¢ H .Como ab € H, U H, que é um subgrupo de G, por hipótese, : 
então (ab)! = ba~ € H, U H,. Admitamos que (ab)! = ba~ € H. Então, considerando : 
que a EH, conclui-se (b!a Ja = b~ EH, o que é absurdo pois b ¢ H.. : 
Seja G um grupo. Suponhamos que e é o elemento do grupo e que a, b, c e€ G. Sec =c? : 
prove que: ab = c se e somente se abc = e. 
Resolução: (=) Da hipótese c = c“ decorre que cc = e. Então, de ab = c segue que : 
(ab)c = cc = e, ou seja, abc = e. : 
Se a ordem de um grupo multiplicativo finito G é um número par, prove que existe xE G, : 
x + e (em que e é o elemento neutro), tal que x = x 1. 


Seja A um conjunto não vazio e denotemos por R* o conjunto das funções de A em R. i 
Considere a adição e a multiplicação em R* assim definidas, em que fe g denotam fun- : 
ções de4emR: 


C+D = fl) +I) e F D) = fal), Yx EA. 
Prove que (R4, +) é um grupo abeliano. 
Considere o grupo introduzido no exercício anterior no caso em que A = R. Se f: R > R i 
é a função definida por f(x) = 1 se x é racional e f(x) = 0 se x é irracional e seg: R >R : 
é definida por g(x) = 2, qualquer que seja x € R, determine a função gf. : 
Sugestão: Se b é um número irracional, existe um número irracional a tal que a = b : 2. : 
Uma função f: R > R chama-se função afim se da, b € R, a + 0, tais que f(x) = ax + b, i 
Yx € R. Se G indica o conjunto dessas funções: Mostre que a composição de funções : 
(definida por (fo 9)(x) = f(g((x)), Yx € R, é uma operação sobre G e que (G, 0) é um : 
grupo. É comutativo? Justifique. E 


166 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
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Seja G um grupo finito. Se H é uma parte não vazia de G fechada para a operação de G : 
(para a qual adotaremos a notação multiplicativa, para facilitar), prove que H é um : 
subgrupo de G. ; 
Sugestão: Se H = {a,, a, .., a ) em que a, + a, sempre que i + J (comij=1,2,.,n)e : 
a € H, prove que f: H > aH = (aa, aa, ..., aa ) definida por f(a,)) = aa, (1 < i < n) é uma : 
aplicação bijetora. Levar em conta que, então, H = aH. : 
Seja G = (f, f» fy f} O conjunto das funções reais cujo domínio é R*, assim definidas: : 
fl) =x f(x) = =, f(x) =1/x e fx) =-1/x. 
a) Prove que (G, o) é um grupo 

b) Construa a tábua deste grupo. : 
Seja a um elemento de um grupo multiplicativo G. Prove que C(a) = (xe G | xtax=a}é : 
um subgrupo de G que contém a. Este subgrupo chama-se centralizador de a em G. : 


Seja G um grupo multiplicativo. Mostre que se b é um elemento do grupo que pertence ; 
a H= {a E G | axax = xaxa, Yx E G}, então b“ € H. : 
Sejam a e b elementos de um grupo G. Se xax = bba”!, determine x E G, em termos dos : 
dois elementos dados. 
O conjunto G = {F, F,, F, F,) é formado pelas funções de R? em R? assim definidas: ; 
F (xy) = (xy), Ely) = (=x y), Elx, y) = (x, -y) e Fœ y) = (~x, -y) 
a) Prove que (G, o) é um grupo; 

b) Se F oFoF,=Fy determine F. 

c) Trata-se de um grupo de Klein? 


Sejam a e b elementos de um grupo multiplicativo. Se ab = e, em que e é o elemento : 
neutro, prove que ba = e. 


Sejam a e b elementos de um grupo multiplicativo tais que abab = e (elemento neutro). : 
Prove que baba = e. 
Seja G um grupo multiplicativo. Prove que H = {x E G | x = x+} é um subgrupo comuta- ; 
tivo de G. ; 
Seja S um conjunto não vazio. Se G é um grupo multiplicativo e f: S > G é uma aplicação : 
bijetora, prove que S, munido da operação definida por xy = f(f(x)f(y)), é um grupo. : 
Resolução: Para provar que a operação definida em S goza da propriedade associativa, : 
consideremos a, b, c E S. Então: 


a(bc) = af FDI = FADA FADI =F CSSC). 


De maneira análoga se prova que: (ab)c = f+[(f(a)f(b)f(c)]. Portanto, devido à associa- ; 
tividade da operação em G : a(bc) = (ab)c. 
Sugerimos ao leitor provar que se o elemento neutro do grupo G é u, então o elemento : 
neutro da operação definida sobre S é f(u). E a provar ainda que se s € S e, portanto : 
s = f(x), com x em G, então s’ = f!(x”) em que x’ é o simétrico de x em G, é o simétrico : 
des em S para a operação definida sobre este conjunto. : 
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42. Pode-se provar que o conjunto de matrizes abaixo é um subgrupo do grupo das matri- : 
zes 2 x 2, invertíveis, sobre R. Construa a tábua desse subgrupo. 


1 0 01 -1 -1 -1 -1 1 0 
E= ;Ã = B= sC= sD= „F= 
01 1 0 0 1 1 O -1 -1 


43. Seja G um grupo finito cuja ordem é 6. Prove que existe um elemento a € G, a + e, tal que : 


0 1 
-1 -1 


a=a. 
Sugestão: Raciocine por redução ao absurdo. 

44. Sejam H e L subgrupos de um grupo G. Se H Cc L, prove que H é subgrupo de L. 
Resolução: Sejam x e y elementos de H. Então, por hipótese, x, y E€ L e, como xy! €E H, : 
porque H é subgrupo de G, segue que, efetivamente, H é subgrupo de L. 


45. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. : 
Prove que HK = {xy | x E€ H e y E K} é um subgrupo de G se e somente se HK = KH = (xy | : 
xeKeyeH). : 
Resolução: (—) Obviamente, se e indica o elemento neutro do grupo, e E€ HK e e E€ KH, : 
pois e = ee, o que prova que estes conjuntos não são vazios. Se x, y E HK, então 3h., h, € H : 
e k, k, E K tais que x = h,k, e y = h,k,. Portanto xy“ = (h k)(h,k,)" = h (kk, h,. Mas : 
como kk! E K e h, E H, então (k,k,*)h, E KH = HK. Logo (k k,)h, = h(k,k;*), para al- : 
gum h E H. Portanto xy! = (A h)(k,k,!) E HK, o que prova HK é um subgrupo de G. 

46. Sejam H e K subgrupos finitos de um grupo comutativo G. Se esses subgrupos têm or- ! 
dem m e n, respectivamente, e H N K = {e}, em que e é o elemento neutro de G, prove i 


que a ordem de HK é mn. 


47. Seja H um subconjunto não vazio de Z. Demonstre que H é um subgrupo de (Z, +) se e : 
somente se existem E K tal que H = (mt | te Z}. : 
Sugestão: Sendo H um subgrupo de Z, então H não é um conjunto vazio e, sea E H, : 
então -a € H. Logo, salvo o caso em que H = {0}, em que H = {0t | t € Z}, H possui um : 
elemento m > 0 que é o menor de seus elementos estritamente positivos. Divida, então, f 
um elemento qualquer de H por m, mediante o algoritmo de Euclides, e prove que o : 
resto necessariamente é igual a 0, com as hipóteses feitas. : 


Exercícios complementares 


C1. Mostre que, se G é um grupo multiplicativo finito com número par de elementos, então : 
existe um elemento x + 1 (1 = elemento neutro) em G tal que x = x. 
Sugestão: Considere G = A U Bem que4=(xeG|xzx!)eB=(xeG|x=x1. 

C2. Sejam G um grupo e H um subgrupo. Seja x € G. Seja ainda xHx o subconjunto de G : 
formado por todos os elementos xyx! com y e H. Mostre que xHx+ é um subgrupo de G. 

C3. Sejam G um grupo e um elemento de G. Seja a: G > G a aplicação tal que a (x) = axa”. : 
Mostre que o conjunto de todas as aplicações a, com a E G, é um grupo quando munido : 
da composição de aplicações. 


sescoccocococococosooesococoooooocococooooooooooooocooooooooooocococoococooococooooooooooo 
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4.3 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE GRUPOS 
4.3.1 Introdução 


O objetivo principal deste tópico é introduzir o conceito de “isomorfismo” de grupos e estu- 
dar suas propriedades básicas. A ideia por trás desse conceito é a de separar os grupos em classes 
disjuntas tais que as propriedades deduzidas para um particular grupo de uma dada classe pos- 
sam ser transferidas para todos os grupos dessa classe, e apenas para estes, com uma mudança 
adequada das notações. Essencialmente, dois grupos de uma mesma classe são indistinguíveis 
em tudo que é pertinente à teoria dos grupos (e apenas quanto a isso). E para que dois grupos, G 
e H, pertençam à mesma classe, exige-se que se possa definir uma bijeção f: G > H que “preserve 
as operações”. A bijeção garante a necessidade óbvia de que G e H tenham a mesma cardinali- 
dade, ao passo que “preservar as operações” significa, basicamente, a possibilidade de poder 
transferir as “propriedades” de um para o outro. No próximo item, formalizaremos essa ideia. 

Embora essa formalização esteja associada ao desenvolvimento da álgebra moderna e, 
portanto, seja relativamente recente na história da matemática, sua utilização informal e 
despercebida em outras áreas é muito antiga. Como exemplo, consideremos a congruência 
de triângulos, já estudada por Euclides em seus Elementos (c. 300 a.C.). O objetivo da congru- 
ência é separar os triângulos em classes disjuntas segundo o critério métrico. Assim, ao se 
achar, por exemplo, a área de um dado triângulo, na verdade está se achando a área de todos 
os triângulos que lhe são congruentes, ou seja, de todos os triângulos da mesma classe. 

Um exemplo mais específico do uso informal e despercebido dessa ideia ocorreu no 
começo do século XVII, com a criação dos logaritmos. Estes foram introduzidos na matemá- 
tica com uma finalidade que perdeu totalmente o sentido mais ou menos a partir dos anos 
1960, com o advento dos computadores e calculadoras: socorrer os matemáticos, e especial- 
mente os astrônomos, em seus longos e penosos cálculos aritméticos. A ideia era transfor- 
mar uma multiplicação, uma divisão ou uma radiciação respectivamente numa adição, 
subtração ou divisão por um número inteiro, certamente operações bem mais fáceis de 
efetuar de modo geral. Notavelmente os logaritmos criados por John Napier (1550-1617) 
com essa finalidade cumpriam plenamente o papel esperado. Para isso Napier construiu uma 
tábua de logaritmos, publicada em 1614. Assim, para calcular, por exemplo, o produto de dois 
números grandes, achavam-se, por meio da tábua, seus “logaritmos” no campo dos números 
reais; a seguir somavam-se esses logaritmos a uma constante negativa; finalmente, ainda por 
meio da tábua, mas voltando atrás, procurava-se o número positivo cujo logaritmo fosse a 
soma encontrada. Esse número era o produto desejado. Evidentemente sem perceber, Napier 
estava antecipando uma forma de identificação do grupo (R*, *) (ver exemplo 5) com o grupo 
(R, +). O procedimento de Napier era diferente, mas hoje essa identificação formalmente se 
faz por meio da aplicação bijetora 


log: R* > R 
que transforma produtos em somas mediante a propriedade 


log(ab) = log(a) + log(b). 
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4.3.2 Homomorfismos de grupos 


Definição 3 - Dá-se o nome de homomorfismo de um grupo (G, *) num grupo (J, +) a toda 
aplicação f: G — J tal que, quaisquer que sejam x,y E G: 


Fly) =f09 fO). 


Nessas condições, para simplificar a linguagem, nos referiremos a f: G > J como um 
homomorfismo de grupos. Quando se tratar do mesmo grupo, o que pressupõe J = G, ea 
mesma operação, então f será chamada de homomorfismo de G. 

Se um homomorfismo é uma aplicação injetora, então é chamado de homomorfismo 
injetor. E se for uma aplicação sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor. O caso em que f é 
bijetora corresponde ao conceito de isomorfismo e será estudado separadamente. 


G J 


S7 


A aplicação f: Z > C* definida por f(m) = i” é um homomorfismo de grupos. 
É preciso notar, primeiro, que em casos como esses as operações são as usuais e devem ser pressu- 
postas. Portanto, Z é um grupo aditivo e C* um grupo multiplicativo. Como 

f(m +n) =i" = ir. m= fm). fin), 


fica provado que se trata de homomorfismo. 


Esse homomorfismo não é injetor. Para mostrar isso basta um contraexemplo. De fato, f(4) = # = 1 e 
f(0) = /º = 1. Também não é sobrejetor, pois Im(f) = (1, į -1, -i} + C*. 


A aplicação f: C* > R', definida por fZ) = |z| é um homomorfismo sobrejetor. Lembre 
primeiro que se trata de dois grupos multiplicativos. Então, como 


few = |zw]| = |z| |w| = Df, 


fica provado que f é homomorfismo. Por outro lado, se a é um número real estritamente positivo, então 
a tem imagem igual a a pela aplicação f, pois f(a) = |a| = a e, portanto, f é sobrejetora. Na verdade, 
todos os números complexos que têm afixos na circunferência de centro na origem e raio a têm módulo 
a e, portanto, imagem a pela aplicação f. O fato de os infinitos números complexos com afixos na cir- 
cunferência terem a mesma imagem basta para mostrar que f não é um homomorfismo injetor. 


Seja a um número inteiro dado. A aplicação f: Z > Z definida por f(m) = am é um 
homomorfismo de Z. Esse homomorfismo só não é injetor quando a = 0 e só é sobrejetor quando a = 1. 
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Quanto à primeira afirmação, basta observar que 
fC(m + n) = alm + n) = am + an = f(m) + f(n). 
Se a = 0, então f(m) = 0, para todo m E Z, e, portanto, f não é injetora nem sobrejetora. Suponhamos 


a +0 e f(m)= f(n), isto é, am = an; cancelando-se a (o que é possível, pois a + 0), obtém-se m = n; isso 
mostra que f é injetora neste caso. 


Se a= 1, então f é a aplicação idêntica de Z e, portanto, é sobrejetora. Se a + 1 então f não é sobreje- 
tora, porque /m(f) = (0, ta, +2a, +3a, ...) + Z. 


CAMS Dado um inteiro m> 1, consideremos p,: Z > Z, definida por p, (a) = à. Então p, é um 
homomorfismo sobrejetor de grupos, pois: 
D) pla+b)=a+b=a+b=p (a + pb); 


ii) se y EZ „ então y= ā, para alguns a € {0, 1, 2, ..., m -1}, e, portanto, p (@) = 8 =y. 


4.3.3 Proposições sobre homomorfismos de grupos 


Nas proposições a serem focalizadas neste item, usaremos, por simplicidade, a notação 
multiplicativa para indicar as operações dos grupos considerados. Como observamos em 
4.1.3, isso não acarreta nenhuma perda de generalidade, e a passagem dos resultados obti- 
dos mediante essa notação para qualquer outro caso é simplesmente uma questão de mu- 
dança de símbolos. 

Isso posto, sejam G e J grupos multiplicativos cujos elementos neutros indicaremos sem- 
pre por e e u, respectivamente, e f: G > J um homomorfismo de grupos. 


Proposição 2 - f(e) = u. 


Demonstração - Obviamente ee = e (pois e é o elemento neutro de G) e uf{e) = f(e) (pois f(e) € J 
e u é o elemento neutro de J). Levando-se em conta isso e a hipótese de que f é um homomorfismo: 


Fefe) = f(ee) = f(e) = uf (e) 


| 


Hle)=u 


(pois todo elemento de um grupo é regular). 
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Proposição 3 - Se a é um elemento qualquer de G, então 


Fla) = LA. 


Demonstração - Usaremos aqui a proposição anterior: 


Ffa) = f(aa”) = f(e) = u = f(a Lf (a) 


f(a) = [f(a] 


(mesmo motivo da demonstração anterior). 


G pe e jj 


Corolário - f(ab) = f(a) [f (b). 


Proposição 4 - Se H é um subgrupo de G, então f (H) é um subgrupo deJ. 


Demonstração - Lembremos primeiro que f (H) = (f(x) | x E€ H}. 

Como e €E H, porque H é um subgrupo de G, então f(e) = u € f(H) e, portanto, f (H) + Ø. 

Sejam c, de f (H). Então c = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos a, b € H. Logo, cd = 
FC) LF(b)] = f(a)f (b) = f(ab-!). Como ab”! E H, pois, por hipótese, H é um subgrupo de G, então 
cd! E f(H). 


Em outros termos, a proposição anterior garante que um homomorfismo de grupos f: G > J 
transforma subgrupos de G em subgrupos de J. Em particular, Im(f) é um subgrupo de J. 


Proposição 5 - Sejam G, J e L grupos. Se f: G > J e g: J > L são homomorfismos de grupos, 
então o mesmo se pode dizer de gof: G > L. 
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Demonstração - Se a, b E G, então: 


(go fab) = g(flab)) = 9((a)f(b)) = gf la)Jg C (b)) = (gof) la) (90) (b). 


Corolário - Se fe G são homomorfismos injetores (sobrejetores), então goftambém é 
um homomorfismo injetor (sobrejetor). 


Demonstração - Imediata. É só lembrar que a composta de duas funções injetoras (sobrejetoras) 
também é injetora (sobrejetora). 


4.3.4 Núcleo de um homomorfismo 


Definição 4 - Seja f: G > J um homomorfismo de grupos. Se u indica o elemento neutro 
deJ, o seguinte subconjunto de G será chamado núcleo de fe denotado por N(f) (na literatura 
é comum também a notação Ker(f)): 


N (f) = {x EG | fo) =u}. 


Vale observar que, como f(e) = u (Proposição 2), então e E€ N(f). Assim, pelo menos o 
elemento neutro de G pertence ao núcleo de f. 


CAME Procuremos o núcleo do homomorfismo de grupos f: Z > C* definido por f(m) = i” 
(ver Exemplo 8). Como o elemento neutro de C* é o número 1, então basta resolver a equação į” = 1. 
Mas, como é bem conhecido do estudo dos números complexos, o conjunto das soluções dessa equa- 
ção, ou seja, o núcleo de f, é: 


NCF) = (0, +4, +8, ..). 


| Exemplo 13 gg Consideremos o homomorfismo f: C* > R', definido por f(2 = |z| (ver Exemplo 9). 
Como o elemento neutro de R', é o número 1, então temos de encontrar as soluções de |z| = 1; ou seja, 
o núcleo é formado por todos os números complexos de módulo igual a 1. Como também é sabido, são 
infinitos esses números complexos: todos aqueles cujos afixos se situam na circunferência de centro na 
origem e raio 1. 


3 De kernel, do inglês, que significa “caroço” ou “semente” e, em sentido figurado, “carne”. 
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| Exemplo 14 pm Consideremos agora o homomorfismo f: Z > Z definido por f(m) = am, em que a é um 
número inteiro dado (ver exemplo 10). Como o elemento neutro de Z é o número 0, temos de resolver a 
equação am = 0. Mas é claro que o conjunto das soluções depende de a. Se a = 0, então o núcleo é Z, 
pois, para todo inteiro m, vale a igualdade m » 0 = 0. Mas, se a + 0, então a única solução de am = 0 é o 
número 0, e, portanto, neste caso, N( f) = (0). 


Proposição 6 - Seja f: G > J um homomorfismo de grupos. Então: (i) N(f) é um sub- 
grupo de G; (ii) f é um homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = {e}. 


Demonstração 

(i) Como f(e) = u (Proposição 2), então e € N(f) e, portanto, N(f) + Ø. Por outro lado, se a, b € 
N(/), então f(a) = f(b) = u e, portanto: 

Fab) = f(a)f(b) = fla) LfCb)I" = uu? =u 
Isso mostra que ab”! E N(f). 

(ii) (=) Por hipótese, f é injetor e temos de mostrar que o único elemento de N(f) é e (elemento 
neutro de G). Para isso, vamos tomar a E€ N(f) e demonstrar que necessariamente a = e. De fato, 
como a €E N(f), então f(a) = u. Mas, devido à proposição 2, f(e) = u. Portanto, f(a) = f(e). Como, 
porém, f é injetora, por hipótese, então a = e. 

(—) Sejam x, x, E G elementos tais que f(x,) = f(x,). Multiplicando-se cada membro dessa 
igualdade por [f(x,)]”, obtém-se f(x )[f(x,)]" = u. Mas, devido ao corolário da Proposição 3, 
SDU)" = f(x, x7). Portanto, f(x, x7*)= u, o que mostra que x, x)! E€ N(f) = (e). Então x, x,! = e 
e, portanto, x, = x,. De onde, f é injetor, como queríamos provar. 


| Exemplo 15 Bm Dos homomorfismos focalizados nos exemplos 12, 13 e 14, só é injetor o último, 
quando a + 0. 


4.3.5 Isomorfismos de grupos 


A ideia de isomorfismo já foi esboçada no início desta seção. Mas, dada a sua importân- 
cia, convém mais uma vez chamar a atenção para seus elementos básicos através de um 
exemplo simples. 

Consideremos o grupo multiplicativo G = (1, -1) e o grupo S, das permutações sobre o 


conjunto (1, 2). Lembrar que 
12 12 
selali eeh 
a a E DR 


e a operação, neste caso, é a composição de permutações. 
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Observando as tábuas desses grupos: 


verificamos que, salvo quanto ao “nome” dos elementos e das operações, elas são idênticas. 
Mais precisamente, se na segunda tábua substituirmos o por +, f, por 1 ef, por -1, obteremos 
a tábua de G. E vice-versa. 

Formalmente, isso poderia ser traduzido pelo fato de que a aplicação 6: G > S, defi- 
nida por o(1) = f, e o(-1) = f, que obviamente é bijetora, “preserva” as operações, no sen- 
tido de que: 


1:1=1 > f=fof,=o(1o(1), 
1: (-1)=-1 > f= fof,=o(1)o(-1), 
CD: CD =1 > f= fof,=o(-1o(-1). 


Visto que a aplicação bijetora o, apesar de trocar os nomes dos elementos envolvidos, 
“preserva” as operações, os grupos podem ser considerados indistintos na medida em que 
forem vistos apenas como grupos. Daí ser possível até substituir um pelo outro, se isso for 
conveniente. 

A definição que segue deriva de situações como essa. 


Definição 5 - Seja f: G > J um homomorfismo de grupos. Se f for também uma bijeção, 
então será chamado de isomorfismo do grupo G no grupo J. Neste caso, diz-se que f é um iso- 
morfismo de grupos. Se G = J e a operação é a mesma, f é um isomorfismo de G. 


A função logarítmica (não importa a base) log: R’, > R é um isomorfismo de grupos 
porque, devido a pré-requisitos para este trabalho: 
* log&y) = log( + log(y), isto é, log preserva as operações envolvidas (a multiplicação de R', ea 
adição de R); 


* log é uma bijeção. 


| Exemplo 17 g Consideremos o produto direto G x L dos grupos G e L. Como já vimos (Exemplo 7), 
(1) x L e G x (1) são subgrupos desse grupo. Portanto, ambos são grupos para a operação de G x L 
restrita a seus elementos. Isso posto, pode-se mostrar que o primeiro deles é isomorfo a L e o segundo 
a G. A demonstração é análoga nos dois casos e, portanto, vamos nos limitar a fazê-la para o primeiro. 
Numa questão como esta é preciso, inclusive, descobrir o isomorfismo. Mas isso não é difícil, observando-se 
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como são os elementos genéricos de um e outro grupos. Se um elemento genérico de L é a, então um 
elemento genérico de (1) x L é (1, a). Assim, é razoável experimentar a aplicação f: L > (1) x L definida 
por f(a) = (1, a). Vejamos. 


* Se f(a) = f(b) então (1, a) = (1, b) e, portanto, a = b. De onde, f é injetora. 
* Seye(l)xLentão y= (1, x), para algum x E L. Como f) = (1, X) = y, fica provado que f também 
é sobrejetora. 


* f(ab)= (1, ab) = (1, a)(1, b) = f(a)f(b) e, portanto, f é um homomorfismo de grupos. 


Proposição 7 - Se f: G > J é um isomorfismo de grupos, então ft: J > G também é um 
isomorfismo de grupos. 


Demonstração - Lembremos primeiro que, como foi provado no Capítulo 3, o fato de f ser uma 
bijeção garante que f! também é uma aplicação bijetora, só que obviamente de J em G. 

Assim, falta demonstrar que f * conserva as operações (mais uma vez aqui indicadas multipli- 
cativamente). Para isso, tomemos y,, y, E J. Como f é sobrejetora, y, = f(x,) ey, = f(x,), para conve- 
nientes elementos x,, x, E G. Daí, f"(y,)) = f"(f(x,)) = x, e, analogamente, f"(y,) = x,. Então: 


EF Oy)= PUC) = Rx) = x,%, =P) FD). 
Em face do resultado anterior, se f: G > J é um isomorfismo de grupos, então pode-se dizer que 


os grupos G e J são isomorfos. Por exemplo, os grupos (R$, Je (R, +) são isomorfos, via uma fun- 
ção logarítmica. 


4.4 TEOREMA DE CAYLEY 


Como já vimos, a natureza dos grupos varia amplamente: por exemplo, há grupos de 
números, grupos de permutações e grupos de matrizes, entre outros. O objetivo central desta 
seção é dar uma demonstração de que, a despeito disso, há um certo elo entre todos eles. 
Ocorre que, como mostraremos, todo grupo é isomorfo a um conveniente grupo de permu- 
tações. O teorema de Cayley, que garante esse fato, é um exemplo do que se chama em mate- 
mática de teorema de representação. O fato de todo grupo poder ser representado por um 
grupo de permutações tem a vantagem de dar um certo caráter de concretude ao grupo em 
estudo, por mais abstrato que este seja. 


Definição 6 - Seja G um grupo (continuaremos, para facilitar, com a notação multiplica- 
tiva). Para cada a E G, a aplicação 
3,:6>G 


tal que a(x) = ax, para qualquer x E G, será chamada translação à esquerda definida por a. 
De maneira análoga se definiria translação à direita. 
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No caso de G ser um grupo aditivo, a translação à esquerda definida por um elemento 
a E G é assim definida: ô (x) = a + x. 

Nas considerações a seguir, é indiferente usar translações à esquerda ou à direita, mas 
usaremos as primeiras. 


Proposição 8 - Toda translação é uma bijeção, ou seja, é uma permutação dos ele- 
mentos de G. 


Demonstração - Seja ô, uma translação de G e suponhamos ô (x) = ô, (y). Então ax = ay e, portanto, 
x = y, uma vez que todo elemento de um grupo é regular. Isso mostra que ô é injetora. Para mostrar 
que é sobrejetora, dado um elemento qualquer y E€ G, deve ser possível encontrar x E€ G tal que 
ax = y. Mas, como já vimos, essa equação tem solução no grupo: o elemento a!y E G. Então ô, é 
sobrejetora. 

Adotando-se a notação T(G) para indicar o conjunto das translações em G e lembrando que 
S(G) foi a notação adotada para o conjunto das permutações dos elementos de G, então a proposi- 
ção anterior nos diz que T(G) c S(G). 


Proposição 9 - (i) A composição de translações é uma operação sobre T(G); a inversa 
da translação ô é a translação 6, ,; (ii) T(G) é um subgrupo do grupo (S(G), 0) das permuta- 
ções dos elementos de G. 


Demonstração 
(i) Sejam ô, e ô, translações de G. Então: 


(5,08, (x) = 6,(6,(x)) = 6,(bx) = a(bx) = (ab)x = 8,0%) 


o que mostra que 3,00, = 0, 

(ii) Como ô, é bijetora (proposição anterior), procede falar em aplicação inversa neste caso. 
E o enunciado já aponta a “candidata”: a translação ô ,. Daqui para a frente é apenas uma questão 
de verificação: 

Como (308 ,)(x) = ô, (0,1(x)) = 6 (a!x) = a(a!x) = (aa !)x =x = i, (x), então 3,00 4=i,. 

Da mesma forma se prova que ô ,0ô =iç. 

Portanto, efetivamente, 6, é a inversa de 6, isto é, (0)! = 6,1. 

(iii) Sejam ô, e 6, E T(G). Então: 


ô,º(8,))! = 5,0 (8,1) = 3, 


De onde, 3 0(6,)' € T(G) e, portanto, T(G) é um subgrupo de S(G). 


Proposição 10 - (teorema de Cayley): Se G é um grupo, a aplicação f: G > T(G) que as- 
socia a cada elemento a a translação ô, (isto é, f(a) = 8.) é um isomorfismo de grupos. 
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Demonstração 
e Sea b E G e f(a) = f(b), então ô, = ô, Portanto, à (x) = (x), qualquer que seja x E€ G. Lem- 
brando a definição de translação, temos que ax = bx, qualquer que seja x E€ G. Em particular, 
para o elemento neutro e, ae = be, ou seja, a = b. Isso mostra que f é injetora. 
e Como uma translação é sempre do tipo ô,, com a E G, então necessariamente f é sobrejetora. 
* Para quaisquer a, b E G: 


f(ab) =8,=5,06,=f(a)of(b) 


e, portanto, f é um homomorfismo de grupos. 

O teorema mostra que o grupo T(G) é uma representação do grupo G. Como os elementos de 
T(G) são particulares permutações dos elementos de G, então efetivamente todo grupo pode ser 
representado por um grupo de permutações dos elementos de G. 


ul] + Consideremos o grupo aditivo Z, das classes de resto módulo 3. Para facilitar a notação, 
deixaremos de colocar traços sobre os elemento de Za Portanto, Z = {0, 1, 2} e a operação considerada 
é a adição módulo 3 (por exemplo, 2 + 2 = 1). A tábua do grupo, sem os traços, fica assim: 


Para encontrar o modelo fornecido pelo teorema de Cayley para esse grupo indicaremos as permutações 
como em 4.1.5. Assim, a translação à esquerda definida por a, ou seja, a aplicação ô, que associa a cada 
x do grupo o elemento a + x (lembrar que Z, é aditivo), será denotada por: 


a 


0 1 2 
a+0 a+i a+2 


Portanto, as translações são: 
ò= 0 1 2 1.[0 1 2 
° \o+0 0+1 0+2) \0 1 2’ 
s=[0 1 2) [012 
' (1+0 1+1 1+2) \ 2 0/7 


s=, 1 a 
2 1240 2+1 2+2 2 10 a 


178 


Álgebra moderna 


De onde: 


“llo12)l012)/012 
z= 1 An 2 E 0 ?) 


é o grupo de permutações que representa Z,, conforme o teorema de Cayley. 


48. 


49. 
50. 
51. 


52. 


58. 


54. 


55. 


56. 


57. 


Verifique em cada caso se f é um homomorfismo: : 
a) f: Z > Z dada por f(x) = kx, sendo Z o grupo aditivo dos inteiros e kum inteiro dado; : 
b) f: R* > R* dada por f(x) = |x|, sendo R* o grupo multiplicativo dos reais; 

c) f: R > R dada por f(x) = x + 1, sendo R o grupo aditivo dos reais; 

d) f: Z > Z x Z dada por f(x) = (x, 0), em que Z e Z x Z denotam grupos aditivos; 
e) f: Z x Z > Z dada por f(x, y) = x, em que Z e Z x Z denotam grupos aditivos; : 
f) f: Z > R* dada por f(x) = 2*, em que Z é grupo aditivo e R* é grupo multiplicativo. : 
Determine os homomorfismos injetores e sobrejetores do exercício 48. : 
Determine o núcleo de cada homomorfismo do exercício 48. 


Seja f: Z x Z > Z x Z dada pela lei f(x, y) = (x - y, 0). Prove que f é um homomorfismo l 
do grupo aditivo Z x Z em si próprio. Obtenha N(f). : 


Das aplicações a seguir, algumas são homomorfismos do grupo multiplicativo C”. 
Descubra quais e determine o núcleo de cada uma. 
a) SG) = e f= 1 
b) f(z) = |z| f) f) = -z 
c) f(z)=Z 9) f) =z 
Atl 
d) f(z) = z 
Prove que a aplicação f: Z > C* dada por f(n) = i” é um homomorfismo do grupo aditivo : 


Z no grupo multiplicação C*. Determine f“ ((1,-1)). 
Sejam G e J grupos multiplicativos, fum homomorfismo de G em J e H um subgrupo deJ. : 
Mostre que f+(H) = {x € G | f(x) € H} é um subgrupo de G. 
Sejam G um grupo multiplicativo comutativo. Se a € G, mostre que a aplicação f(x) = axa! ; 
é um homomorfismo de G. 
Prove que um grupo G é abeliano se, e somente se, f: G > G definida por f(x) =x! éum : 
homomorfismo. 
Seja R* o grupo multiplicativo dos números reais não nulos. Descreva explicitamente o ; 
núcleo do homomorfismo “valor absoluto” x > |x| de R* em si mesmo. Qual é a imagem : 
desse homomorfismo? 


58 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 
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- Sejam os grupos (G, -) e (J, +) e seja G x J o produto direto de G por J. Estabeleça quais : 
das aplicações abaixo são homomorfismos e determine seus núcleos. : 

a) f:Gx]-> G dada por f (x,y) =x. 

b) f;:Gx]>] dada por f(x y) =y. 

c) f;G > G xJ dada por f(x) = (x, 1). 

d) f:;Gx]>]xG dada por f (x,y) = (y, x). 

e) f: J> Gx J dada por f.(y) = (1, y). 

O símbolo 1 indica o elemento neutro de ambos os grupos. 

Construa a tábua de um grupo G = {e, a, b, c} que seja isoformo ao grupo multiplicativo : 

H = {1, i, -1, -i). Sugestão: use a correspondência e > 1,a » i, b > -1, c > -i. 

Construa a tábua do grupo multiplicativo G = fe, a, b, c} de modo que G seja isomorfo : 

do grupo (Z., +). Em seguida, resolva em G a equação axb“ = œ. : 

Sugestão: use a correspondência e > 1,a > 2,b > 3,c > 4. 


Mostre que G = P ({a, b¥) com a operação diferença simétrica e o grupo H = {1, 3, 5, 7} : 
com a operação de multiplicação módulo 8 são isomorfos. 

Mostre que se G = fe, a, b, c) é um grupo, de ordem 4, com elemento neutro e, então só : 
há duas possibilidades essencialmente distintas para a tábua de G. 

Sugestão: Notar que a xb =e oua *b =c. 

Observação: Um grupo G = (e, a, b, c}, de ordem 4, em que a” = b? = c* = e (elemento : 
neutro), chama-se grupo de Klein. 

Mostre que o grupo de Klein, G = fe, a, b, c}, e o grupo aditivo Z, não são isomorfos. 
Sugestão: Construa as tábuas, com e como elemento neutro de G. 

Sabendo que G = fe, a, b, c, d, f} é um grupo multiplicativo isomorfo do grupo aditivo Z, : 
faça o que se pede, supondo e o elemento neutro. 

a) Construa uma tábua para G. 

b) Calcule a?, b? e c?. 

c) Obtenha x E G tal que bxc = a~. 

Sugestão: use a correspondência e > 0,a > 1,b > 2,c > 3,d > 4, f} 5. 

Mostre que f: Z > 2Z dada por f(n) = 2n, Yn E Z, é um isomorfismo do grupo aditivo : 
Z no grupo aditivo 27 = (0, +2, +4, ...}. 

Sejaa ER, ea+1. 

a) Mostre que G = (a” | n € Z} é um subgrupo de (R*, +). 

b) Mostre que f: Z > G tal que f(n) = a” é um isomorfismo de (Z, +) em (G, -). 

Prove que a função exponencial f(x) = a”, com 0 < a + 1, é um isomorfismo do grupo A 
aditivo R no grupo multiplicativo R*. 

Qual é o isomorfismo inverso? 

Mostre que G = (2"3" | m, n € Z} e J = {m + ni | m, n € Z} são subgrupos de (R, +) e : 
(C, +), respectivamente, e que são isomorfos. 

Seja G um grupo. Prove que o conjunto dos isomorfismos de G é um grupo quando se : 
considera sobre ele a composição de aplicações. (Estes isomorfismo costumam ser : 
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chamados de automorfismos de G, e o conjunto dos automorfismos de G costuma ser : 
indicado por Aut(G).) 


70. Prove que o grupo dos automorfismos de Z é isomorfo a Z,. 


cecescsoes 


71. Determine todos os isomorfismos do grupo de Klein. 


72. Seja a um elemento fixo do grupo G (multiplicativo). Prove que f: G > G definida por 
f(x) = axa”! é um isomorfismo. 


73. Mostre que há pelo menos dois homomorfismos e ao menos um isomorfismo de um : 
grupo nele próprio. 


Exercício complementar 


C4. Mostre que f é um isomorfismo do grupo aditivo dos racionais (ou automorfismo de : 
(Q, +)) se, e somente se, existir c E€ Q* de modo que f(x) = cx, Yx E Q. 


eee eocococooocooocoooocoosooosooooooooooocoooooosooosooooooooooooooooooooooooooooooosooooo 


4.5 GRUPOS CÍCLICOS 


4.5.1 Potências e múltiplos 


Os conceitos de potência e múltiplo a serem introduzidos neste item são similares no 
que se refere a grupos. A diferença é apenas de notação. Enquanto o primeiro desses concei- 
tos se refere a grupos multiplicativos, o segundo se refere a grupos aditivos. Por essa razão, 
basta desenvolver o assunto com uma das notações e o faremos com a multiplicativa, por ser 
mais simples e de uso mais frequente na teoria dos grupos. Ao final, enunciaremos a defi- 
nição e as propriedades para o caso aditivo. 


Definição 7 - Seja G um grupo multiplicativo. Se a E€ G e m é um número inteiro, a po- 
tência m-ésima de a, ou potência de a de expoente m, é o elemento de G denotado por a” e 
definido da seguinte maneira: 


e sem > 0, por recorrência, da seguinte forma 


aº = e (elemento neutro de G) 
a” = a™'a, se m > 1; 


e sem<0 
Elar 


A definição por recorrência no caso m > 0 deve ser interpretada assim: a! = alla = aa = 
ea=a;a=a”'a=ala=aa; a aaa aE (aaa etc. 
Uma consequência imediata dessa definição é que, para todo inteiro m, vale e” = e. 
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No grupo multiplicativo GL,(R) das matrizes reais 2 x 2 invertíveis, seja 
a=|! 1). 
23 
Então: 


al 2h A =A =|) di J-l n= 
0-1) 2 312 3) \8 11 


A! = [N/det(A)] “adj = É df 1) 


i 2 
aanl T =i =l 3) 
8 11 1I-8 3) \-8 3/7 


[Cut 4] — No grupo multiplicativo Z; das classes de resto módulo 5, seja a = 2. Então: 


0 1 2 3 
2 =], 2 =2, 2 =2.2=4, 2 =4-.2=3,... 


2 =3, 2 =@0 = =1.. 


CEM No grupo S, das permutações dos elementos de (1, 2, 3), seja 


121] 
los 


Então: 


-co-av=(1 2 Di dd 5) 
28 sz 


(É importante observar que, neste caso, as potências de expoente positivo se repetem ciclicamente a 
partir desta última; ou seja, a*= a oa = eoa = a; a = a'oa = aoa = 2º, a! = à º etc.); 


Proposição 11 - Seja G um grupo multiplicativo. Se m e n são números inteiros e a €E G, 
então: 

i) a”a" = a™"; 

ii) a” = (e5 

iii) (a”)" = am. 
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Demonstração 
G) 
* Demonstraremos primeiro para o seguinte caso particular: n > 0 e m + n > 0. O raciocínio 
será por indução sobre n. 


Sen = 0, então a”a” = a™a? = a”e = a™ = a™* = a™*", Portanto, a propriedade é verdadeira quando 
n = Q. Seja r > 0 e suponhamos que, para qualquer inteiro m tal que m + r > 0, se tenha a™* = a” a”. 
Então a” a"! = a” (a'a) = (a” a)a E a”*"a = a™*, (Chamamos a atenção para o seguinte: nas pas- 
sagens assinaladas com * usamos a definição de potência, o que é possível porquer + 1 >1e 
m+r+1 > 1; ena passagem assinalada com ** usamos a hipótese de indução.) 


* Para o caso geral, sejam m e n inteiros quaisquer. Tomemos um número inteiro p > 0 tal que 
p+n>0ep+m+n>o0,o que obviamente sempre é possível. Isso posto, observemos pri- 
meiro que, devido à definição, ara? = a”(a”) = e. 

Então: 

arm = ar*"(aPaP) = (a”"a”)a? + amg? = art g- + (a"a"*")a? ES 
= [a”"(a"a”) Ja = (atataja = (a”"a") (aa) = (azae = aza" 


(Notar que nas passagens assinaladas com * usamos a conclusão anterior.) 

(ii) Observemos que, devido a (i), a” a” = alm+m = a? = e; analogamente, a” a” = e. Portanto, 
cada uma dessas potências é inversa da outra. Logo, a” = (a). 

(iii) O caso em que n > 0 se demonstra por indução sobre n e deixamos como exercício. Supo- 
nhamos n < 0. Então: 


(ar) t (CAA = (Gra = a, 


(Na passagem assinalada com * usamos a definição; na assinalada com ** usamos (ii).) 


Um corolário imediato dessa proposição é que duas potências quaisquer de um mesmo 
elemento do grupo comutam entre si. Isto é, sea E€ Gem, n E Z, então a”a" = a"a”. 


Definição 8 - Seja G um grupo aditivo. Se a E G e m é um número inteiro, o múltiplo 
m-ésimo de a é o elemento de G denotado por m - a é definido da seguinte maneira: 


e sem > 0, por recorrência, da seguinte forma 


0 -a = e (elmento neutro de G) 
m-:a=(m-1):-a+a,sem> 1; 
e sem<0 


m-a=-[(-m) - a]. 


| Exemplo 22 Rm No grupo aditivo M,(R) das matrizes reais 2 x 2, seja 
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Proposição 12 - Seja G um grupo aditivo. Se m e n são números inteiros e a € G, então: 


i) m-a+n-a=(m+n):-a; 
i) (-m)-a=- (m: a); 
i) n-(m-0)=(nm).a. 


4.5.2 Grupos cíclicos 


Se a é elemento de um grupo multiplicativo G, denotaremos por [a] o subconjunto de G 
formado pelas potências inteiras de a, ou seja, [a] = fa” | m E Z}. Esse subconjunto de G nunca 
é vazio, pois e, o elemento neutro de G, pertence a ele, uma vez que e = a’. 


Proposição 13 - (i) O subconjunto [a] é um subgrupo de G; (ii) se H é um subgrupo de 
G ao qual a pertence, então [a] c H. 


Demonstração - Como já observamos, [a] + Ø. Sejam pois u e v elementos de [a]. Então u = a” e 
v = a", para convenientes inteiros m e n. Daí, uv! = a”(a")!= a”"a" = a”. Isso mostra que 
uv! € [a]. De onde, [a] é um subgrupo de G. 

Se a E H, então toda potência de a também pertence a H e, portanto, [a] c H. 


A segunda parte dessa proposição nos diz, em outras palavras, que [a] é o “menor” 
subgrupo de G que inclui o elemento a. 


Definição 9 - Um grupo multiplicativo G será chamado grupo cíclico se, para algum 
elemento a E G, se verificar a igualdade G = [a]. Nessas condições, o elemento a é chamado 
gerador do grupo G. 


184 Álgebra moderna 


Então, dizer que um grupo multiplicativo G é cíclico significa dizer que G = (a” | m e Z}, 
para algum a E G. Eno caso aditivo significa, ajeitando-se a notação, que G inclui um elemento 
a tal que G = {m -a | m E Z} = {..., (-2) + a, -a, e = 0 + a, a, 2 + a, ...}. O fato de m ser variável no 
conjunto Z, que é infinito, não quer dizer que [a] seja infinito, como será visto. Como vere- 
mos, também, um grupo cíclico pode ter mais do que um gerador. 


| Exemplo 23 pm No grupo multiplicativo C”, encontrar o subgrupo gerado por į Por definição, [ = 
= (i” | m € Z}. Mas, como se vê no estudo dos números complexos, esse conjunto só tem 4 elementos, 
1, i -1, -i obtidos respectivamente quando m = 4q, m = 4q + 1, m = 4q + 2 e m = 4q + 3. Portanto, 
[] = {1,-1, i -Ì. É oportuno, nesta altura, mostrar a tábua desse grupo: 


CAME Seja n > 1 um número inteiro. O conjunto das raízes n-ésimas da unidade é um sub- 
grupo do grupo multiplicativo C” e é cíclico. De fato: 


Sejam a, B raízes n-ésimas da unidade. Então œ” = 1 eB"=1e, daí («BY =o(B)!=1-11=1. 
Portanto, trata-se de um subgrupo de C”. 


O conjunto das raízes n-ésimas da unidade é: 
(cos[(2km)/n] + isen[(2km)/n] |k=0,1,2,..,n- 1). 
Observe-se que T,= cos[(21)/n] + isen[(27)/n] gera todas as raízes, pois 
T = cos[(2kr)/n] + i sen[(2krm)/n]. 


Uma raiz, como t, geradora do grupo multiplicativo das raízes da unidade, chama-se raiz primitiva 
n-ésima da unidade. 


| Exemplo 25 a No grupo S, introduzido no exemplo 4, encontrar o subgrupo gerado por 


12] 
h=l2 31) 


Observemos que: 


p= | 2 3 = f, (elemento neutro), 


== 2 eh 2 = 2 |= 
231/ PSY pa? 
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s.[1283 123) [123]. = = = 
á í 1 eh 3 i] | 23 fo fi ffi lf fys 


(Notar que as permutações f,, f, e f, se repetem ciclicamente.) 


Por outro lado: 


f= | 23 


rea A 
31 ts o3 


nao Jent =(= 


=f = fo ft = fa f= fe .. 
(Notar que também aqui há repetição cíclica de f, f, e f,) 
Portanto, [f] = (fy fo f). 


Mais à frente, com a teoria a ser desenvolvida, teremos condições, em casos como esse, 
de determinar os elementos do grupo cíclico sem precisar fazer tantos “cálculos”. Convém 
observar ainda que, repetindo esse raciocínio para os demais elementos do grupo (exercício 
que recomendamos aos estudantes), encontraríamos o seguinte: [f] = f} [LH] = Sy fof 
191] = fo 93; 10: = Fy 95); [94] = Fo 93} 

Isso mostra que S, não é gerado por nenhum de seus elementos e, portanto, que não é 
um grupo cíclico. 


O grupo aditivo Z é cíclico, pois todos os seus elementos são múltiplos de 1 ou de -1. 
Defato,7=(m-1|meZ)ouZ=(m-(-1)|me Z}. Portanto, Z = [1] = [-1]. Os números 1 e -1 são, 
na verdade, os únicos geradores de Z. 


Proposição 14 - Todo subgrupo de um grupo cíclico é também cíclico. 


Demonstração - A demonstração será feita, mais uma vez, com a notação multiplicativa, e o ele- 
mento neutro do grupo será denotado por e. Assim, se H é um subgrupo do grupo cíclico G = [a], 
então todo elemento de H é do tipo a”, para algum inteiro m, pois também é um elemento de G. 

Suponhamos que H = {a°} = {e}. Nesse caso, H é cíclico gerado por a’ = e, pois qualquer potência 
de e é igual ao próprio e. 

Caso contrário, H inclui um elemento a” cujo expoente é diferente de zero. Mas, como (a”)! = 
a” € H, então pode-se dizer que, neste caso, H possui um elemento de expoente estritamente po- 
sitivo. Seja h o menor inteiro estritamente positivo para o qual a” € H. Mostraremos que b = a” gera 
H, ou seja, que H = [b]. Para isso, tomemos um elemento genérico x = a” € H. O algoritmo euclidiano 
usado com n como dividendo e H como divisor garante que existem dois inteiros q e r tais que 


n=hg+r(0<r<h). 


186 Álgebra moderna 


Portanto: 
EE quis (pa 
Daí: 
d= (at) = Do 


Como, porém, (b)“ € H (porque be H) e x E H (por hipótese), então a” € H (por ser o produto 
de dois elementos de H). Portanto, não se pode ter r > 0, pois isto implicaria a existência de um 
elemento em H de expoente estritamente positivo e menor que h, o que não é possível. Então r = 0 e 


x=q'=qtu= (a)? =b 


e, portanto, x E [b] = [a"]. Esse raciocínio mostra que H c [b]. Mas também vale a inclusão contrária, 
pois, se b E H, o mesmo se pode dizer de qualquer potência de b. De onde, H = [b]. 


| Exemplo 27 am Devido à proposição anterior, pode-se garantir que um subconjunto não vazio H c Z é 
um subgrupo de (Z, +) se, e somente se, H = [m], para algum inteiro m € H. Portanto, os subgrupos 
de Z são: 


[0] = (0), [1] = [-1] = Z, [2] = [-2] = (0, +2, +4, ...), [3] = [-3] = (0, +3, +6, ...) etc. 


4.5.3 Classificação dos grupos cíclicos 


Seja G = [a] um grupo cíclico. Dois casos podem ocorrer: 


Caso 1: a" + a sempre quer + s. 

Um exemplo que se enquadra nessa exigência é o subgrupo G gerado pelo número 2 no 
grupo multiplicativo Q*, ou seja, G = [2] = {..., 22, 271, 2° = 1, 21, 23, ...}. 

Neste exemplo, chama a atenção a seguinte aplicação de Z em [2]: 


2, -l, 0, a IA Ds mo E 
l l 


ady Pu Pel a25 2 cao 25 


No caso geral de um grupo cíclico G = [a], ela é definida por r > a” e tem, como veremos, 
um papel fundamental no que se refere à representação dos grupos enquadrados neste caso. 
Com vistas a estudar esse papel, denotaremos a aplicação por f. 

Portanto, f: Z > G = [a] é a aplicação assim definida: f(r) = a”. 


e Devido à própria definição dos grupos cíclicos do caso em estudo, ou seja, a” + a° sem- 
pre quer *s,a aplicação f é injetora. 


Ela também é sobrejetora, porque todo elemento de y E G pode ser escrito como y = a”, 
para algum inteiro r, e, para este elemento, f(r) = a' = y. 

E é um homomorfismo do grupo aditivo Z no grupo G. De fato: f(m + n)=a”*"=a"a" = 
fim)f(n). 


Portanto, acabamos de demonstrar a seguinte proposição. 
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Proposição 15 - Se G = [a] é um grupo cíclico que cumpre a condição do caso 1, então 
a aplicação f: Z > G definida por f(r) = a” é um isomorfismo de grupos. 

O fato de a aplicação f ser uma bijeção tem como consequência que os conjuntos Z e 
G = [a] tenham a mesma cardinalidade e, portanto, G é infinito. Por essa razão, os grupos que 
se enquadram no caso 1 são chamados grupos cíclicos infinitos. No aspecto algébrico, o fato 
de f ser um isomorfismo leva à conclusão de que todos os grupos cíclicos infinitos são como 
que cópias do grupo aditivo Z. 


Caso 2: a” = a* para algum par de inteiros distintos, r e s. 

Suponhamos r > s. Então a"(a°)* = a"(a°)™ = e e, daí, a™° = e, em quer-s> 0. Isso mostra 
que há potências de a, com expoentes estritamente positivos, iguais ao elemento neutro e. 
Portanto, é possível fazer a seguinte escolha: seja h o menor número inteiro estritamente 
positivo e tal que a” = e. 

Então a’ = e, a! = a'a = ea = a, a**? = a™*'a = aa = Qè, ... . Ou seja, a partir do expoente h as 
potências de a se repetem ciclicamente. Uma primeira pergunta que surge é se na sequência 
de potências a’ = e, a! = a, @? , .., a"! há elementos repetidos. A resposta é negativa. De fato, 
suponhamos a' = q, com 0 < i < j < h. Então 0 < j - i < h e œ“ = œ (a) = œ (a) = e. Mas isso é 
absurdo, porque, dada a escolha de h, não se pode ter simultaneamente 0 < j - i < h e d! = e. 

A segunda pergunta é se há outros elementos no grupo além de e, a, a”, ..., a'-!. A resposta 
também é negativa. De fato, seja x um elemento de G = [a]. Então, x = a” para algum inteiro m. 
Usando-se o algoritmo euclidiano com m como dividendo e h como divisor: 


m=hg+r(0<r<h). 
Então: 
a" =al*"=(a'Ja'=e'a'=ea'=d. 


Como os valores possíveis de r são 0, 1, 2,... h - 1, então as possibilidades para a” são 
a° = e, a! = a, q?,... a'-!. Isso mostra que [a] c {a° = e, at = a, Qè, ..., a"-'). Obviamente, porém, 
devido à definição de [a], vale a inclusão contrária. De onde, [a] = {a° = e, a! = a, @?, ..., a™1} e 
a ordem desse grupo é h. 

Demonstramos, pois, a seguinte proposição. 


Proposição 16 - Seja G = [a] um grupo cíclico que cumpre as condições do caso 2. Então 
existe um inteiro h > 0 tal que: (i) a” = e; (ii) a” + e sempre que 0 < r < h. Neste caso, a ordem 
do grupo éh e 


G='a|= (e. aa; «ar! 


Como não poderia deixar de ser, o grupo, neste caso, é chamado grupo cíclico finito, e o 
expoente h, com o significado das considerações anteriores, período ou ordem de a. Em suma, 
a ordem de um elemento a de um grupo é um inteiro h > 0 se: (i) a” = e; (ii) a” + e, qualquer 
que seja o inteiro r sujeito às restrições 0 < r < h. É claro que, neste caso, a gera um grupo 
de ordem h. 
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Se, para qualquer inteiro r + 0, a” + e, então se diz que a ordem ou período de a é zero. 
Se a ordem de um elemento de um grupo é zero, então ele gera um subgrupo cíclico infinito. 
De fato, neste caso não se pode term + n e a” = a”, pois, supondo, por exemplo, m > n, então 
a™™ = e, o que é impossível, devido à suposição feita. 

De modo geral, a ordem de um elemento a de um grupo é denotado por o(a). 


Cult: A ordem de 1 no grupo multiplicativo dos números complexos é 1, uma vez que 17 = 1, a 
ordem de -1 é 2, porque (-1}' = -1 e 1} = 1, e a de jé 4, pois }? = 1, ï = į i? = -1, È = -i e i = 1. Nesse 
mesmo grupo, a ordem do número -į também é 4, como é fácil ver. 


Os números 1, -1, 1 -i considerados são as raízes quárticas da unidade. Como vimos, duas delas, j e -i 
as raízes primitivas, têm período 4 e, portanto, cada uma delas gera o grupo das raízes quárticas. De 
modo geral, como já vimos (Exemplo 24), o conjunto das raízes n-ésimas da unidade é um subgrupo 
de C* e é cíclico. Qualquer dos seus geradores, ou seja, qualquer raiz primitiva n-ésima da unidade, 
como T,= cos(27/n) + į sen/27/n), por exemplo, tem período n. 

Ainda no grupo multiplicativo C*, o elemento 2/, por exemplo, tem ordem zero, uma vez que (2/)" = 
2"i" = 2", -2", 2"iou -2"; e nenhum número desse tipo é igual a 1. 


Proposição 17 - Seja a um elemento de ordem h > O de um grupo G. Então a” = e se, e 
somente se, h | m. 


Demonstração - (=) A ideia aqui é usar o algoritmo euclidiano com m como dividendo e h como 
divisor: 
m=hg+r(0<r<h). 
Então: 
esar can = (hits (hrs hr =ql=a 

Ou seja, a” = e. Como não se pode ter r > 0, pois isso contraria a hipótese de que a ordem de 
a é h, então r = 0 e, portanto, m = hq. De onde, h | m. 

(-) Se h | m, então m = hq, para algum q E Z. Então, a” = a"! = (a')'=e'=e. 


Proposição 18 - Seja G = [a] um grupo cíclico finito de ordem h. Então: (i) a correspon- 
dência 5 + a' é uma aplicação de Z, em G; (ii) essa aplicação é um isomorfismo do grupo 
(Z, +) no grupo (G, +). 


Demonstração 

(i) Nesta parte temos de demonstrar que nenhum elemento de Z, tem dois associados em G, 
ou seja, que a duas representações de um mesmo elemento de Z, está associado, pela correspon- 
dência definida, o mesmo elemento de G. De fato, suponhamos r = t. Então, r - t = hq para um 
conveniente inteiro q. Daí: 


aaa: (Eae S EE 
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Portanto, se r = t, então a' = aí. 
Seja f: Z, > G definida por f (F) = a”. 


* Sea = a, então a™ = e e então, devido à proposição anterior, r - s = hq, para algum inteiro q. 
Daí r = s (mod h) e, portanto, r = s. Isso mostra que f é injetora. 
* Seja y E G. Então, y = a” para algum inteiro r, sujeito às restrições 0 < r < h. De onde, T € Z, e 


fU)=a'=). 


Fica provado, pois, que f também é sobrejetora. 


e Por fim, sejamT, 5 E Z; 
Então: 
fC + P) =f FS) =a" = aa =f): fC) 
e, portanto, f é um homomorfismo de grupos. Juntando tudo, conclui-se que f é um isomorfismo 
de grupos, como queríamos provar. 


Essa proposição nos dá conta de que o grupo aditivo Z, é uma cópia aditiva de todos os 
grupos cíclicos finitos de ordem h. Igualmente, o grupo das raízes h-ésimas da unidade é uma 
cópia multiplicativa. 


4.5.4 Grupos de tipo finito 


Seja (G, +) um grupo e L = {a,, a,,..., a} um subconjunto de G. Considerando que a coleção 
dos subgrupos de G que contém L não é vazia (pelo menos G pertence a ela), a questão que 
nos propomos é a seguinte: qual o menor subgrupo de G que contém L? 

Para responder a essa pergunta, procuraremos generalizar o que foi feito para subgru- 
pos cíclicos. Denotemos por [L] o conjunto de todos os elementos de G que se podem expres- 
sar da seguinte maneira: x"! x2... x em que x, X, -..,x E L e os expoentes são inteiros. 
Provemos primeiro que [L] é um subgrupo de G. 

De fato, se u, v E [L], então u = x 71 x 72... x "r ev=y y2 my para convenientes ele- 
mentos x, X, ~s Xp Yp Yy Y, E L e expoentes inteiros. Daí: 


-1 = S á 
UV = XP X”? o GE A o 


expressão que nos autoriza a afirmar que uv"! E [L], pois nas potências do segundo membro 
as bases são elementos de L e os expoentes são inteiros. 

Por outro lado, seja H um subgrupo de G que contém L. Mostraremos que H > [L], o 
que completará nossa resposta à questão inicial. Para isso, tomemos u €E [L]. Então 
U=X[1xXP2..x"r comx,x,...,X EL e expoentes inteiros. Como pertencem a L, os elementos 
dE si também pertencem a H. E, como H é um subgrupo de G, então XX Zax "r EH. 
Pelo mesmo motivo, também pertence a H o produto desses elementos, ou seja, u E€ L. Se todo 
elemento de [L] é também elemento de H, então efetivamente, nas condições enunciadas, [L] c H. 

O subgrupo [L] assim definido é chamado subgrupo de tipo finito gerado por L. Um grupo 
G se diz de tipo finito se existe L C G, L finito, e tal que [L] = G. 
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SGW" Um grupo cíclico G= [a] obviamente é de tipo finito. Neste caso, mantida a notação das 
considerações anteriores, L = (a). 


O produto direto de dois grupos cíclicos G = [a] e H = [b] é de tipo finito. De fato, se 
L= ((a, 1), (1, b)), em que, por simplicidade, o símbolo 1 indica tanto o elemento neutro de G como o de 
H, então G x H = [L]. Para mostrar isso, basta observar que, para todo elemento (a”, b") E G x H, vale 
a igualdade 


(a”, b) = (a, 1)” (1, bY”. 


| Exemplo 31 gg O grupo S, das permutações dos elementos de (1, 2, 3) é de tipo finito. De fato, como 
já vimos em 4.1.5, se 


123 1 2-3 
= e d = é 
x a A Es 


então S, = (ff g9» Nf, 9,f?}, em que se adotou a notação multiplicativa em lugar da usada nor- 
malmente para a composição de aplicações. Essa maneira de escrever os elementos de S, mostra que, 
se L= {f g,}, então S, = [L]. 


74. Construa os seguintes subgrupos: 
a) [-1], em (Q, +); 
b) [3], em (Z, +); 
c) [3] em (Q*,-); 
d) [i] em (C, +>). 
75. Mostre que todo grupo de ordem 2 ou 3 é cíclico. 
76. Ache um grupo de ordem 4 cíclico e um não cíclico. 
77. Mostre que os elementos não nulos de Z,, formam um grupo multiplicativo cíclico 
isomorfo ao grupo aditivo Z,,. Sugestão: mostre que 11 é gerador do grupo Ziz ° 
78 


Mostre que (Z,, +) é cíclico, m > 1. : 
79. Mostre que todo grupo cíclico infinito tem dois, e somente dois, geradores. 
80. Mostre que todo subgrupo H + {e} de um grupo cíclico infinito é também infinito. 


81. A tábua da página seguinte define uma operação - que confere ao conjunto G = (e, a, b, : 
c, d, f} uma estrutura de grupo. 
Pede-se determinar: 

a) o subgrupo gerado por b; 
b) a ordem de d; 

c) os geradores de G; 

d) x EG tal que bxc = d. 


82. 


83. 


84. 
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Resolução: 
a) bº=e,b!=b,b?=d,bº = bº?b= db = e.Logo [b] = fe, b d} 
b d-=ed=dd=bd=e 
Então, o(d) = 3. 
c) Já sabemos que e, b, d não são geradores de G. Por outro lado: [a] = fe, a, b, c, d, f} = [f] ] 
[c] = {e, c} 
Portanto, os geradores de G são a e f. 
d) bxc = d+” & btbxcc = bide & x = bdc então x = dbc = ec = c. 
Seja G = {e, a, b, c, d, f, g, h} um grupo cuja tábua é mostrada abaixo. Pede-se determinar: ; 
a) o subgrupo gerado por b; : 
b) a ordem de d; 
c) os geradores de G; 
d) xeGtalquea-x-bi=d. 


Sejam m E Z, m > 1. Indicando por G o conjunto das raízes m-ésimas complexas de 1, ; 
mostre que (G,, -) é um subgrupo cíclico de (C*, 5). : 
Sejam a e b elementos de um grupo multiplicativo G. Supondo o(ab) = h > 0, mostre que : 
o(ba) =h. 

Resolução: Se o(ab) = h > 0, temos: 

(ab) =ee(ab) ze ie(1,2,..,h-1). 
Temos, por outro lado: 

1º) (ba)" = b(ab)™ ta = b(ab) a = bbiaa = e 
29) Se i E€ {1, 2, ..., h - 1} e (ba}' = e, então: 
b(ab)™ta = e. (ab)! = bia! +. (ab)! = (ab) 
Daí, (ab)' = e, e isso é absurdo. 
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85. 
86. 
87. 


88. 


89. 
90. 


91. 
92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 
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Mostre que o único elemento de um grupo de ordem 1 é o elemento neutro. 
Seja a + e um elemento do grupo G. Prove que o(a) = 2 se, e somente se, a = a. 
Seja G um grupo finito de ordem par. Mostre que o número de elementos de G de ordem : 
2 é ímpar. 
Seja G um grupo multiplicativo e x E G. Mostre que, se existe um inteiro n, n > 1, tal que : 
x"=e, então existe um inteiro m > 1 tal que x” =x”. 
Se os elementos a, b e ab do grupo multiplicativo G têm ordem 2, então ab = ba. Prove. : 
Seja G um grupo multiplicativo e suponha a E G. Mostre que o(a) = o(a!) = o(xax!), : 
VxEG. 
Seja G um grupo finito. Se x E G, mostre que An E Z para o qual x" = e (elemento neutro). ; 
Seja G = [a] um grupo cíclico de ordem h. Mostre que at E€ G é um gerador de G se, : 
e somente se, mdc(h, t) = 1. 

Resolução: (=) Se a' é um gerador de G, como a E G, então: 
areN|(a)'=asar=astr=1(modh).tr=1+kh-.1=tr-kh 
Seja d = mdc(h, t). Então: 


d|t>d]|tr ã isa á 
alh=d|kh | (@tr-kh)>d|1>d=1. 
(€) Se 1 = mdc(h, t), então existem dois inteiros r e s tais que 1 = rt + hs e, daí, rt = 1 : 
(mod h); portanto, a" = a. 

Dado x E G, temos: 

x=ai= (ay = (a9", 

o que prova que at é gerador de G. 
Sejam a e b elementos de um grupo G finito. Se [a] = [b], prove que a e b têm mesma : 
ordem. 
Se G = [a] é um grupo cíclico de ordem h > 0 e se d é um divisor positivo de h, mostre : 
que, sendo t = h:d, então [a] é um subgrupo cíclico de G de ordem d. : 
a) Defina subgrupo gerado por um subconjunto de elementos de um grupo aditivo. 
b) Mostre que (Z”, +) é de tipo finito Y n > 1. 

(Z"=((a, ...,a,) | a, E Z} é grupo aditivo.) 

Mostre que (Q, +) não é de tipo finito. 

Seja S uma parte não vazia de um grupo multiplicativo G. Mostre que se S é um sub- : 
grupo de G, então [S] = S. 
Seja G = [a] um grupo cíclico de ordem s e seja G' = [b] um grupo cíclico de ordem t. ; 
Demonstre que q: G > G’, definida por q(a) = b* é um homomorfismo de grupos se, : 
e somente se, sk é um múltiplo de t. 


e 
eeccecoocooooooocoooosococooooocococcoocococoooocococoooocoocooooooooooocooococooooocoooooS 
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4.5.5 Classes laterais - Teorema de Lagrange 


4.5.5.1 Classes laterais 


Consideremos, a título de motivação para o conceito a ser introduzido aqui, um sub- 
grupo não trivial H do grupo aditivo Z. Como já vimos, H necessariamente é cíclico, ou seja, 
H possui um elemento n > 1 tal que H = [n] = (0, +n, +2n, ...}. Observemos então que, quaisquer 
que sejam a, b E Z: 


a = b (modn)se,esomentese,a-bEeH, 


fato esse que estabelece uma correspondência entre subgrupos de Z e as relações de con- 
gruência, módulo n, sobre Z. 

Essa observação pode ser generalizada, como veremos a seguir, para um grupo arbitrá- 
rio G e para um subgrupo arbitrário H de G. Para a demonstração desse fato usaremos mais 
uma vez, por simplicidade, a notação multiplicativa para indicar a operação do grupo G. 


Proposição 19 - (i) A relação = sobre um grupo G definida por “a x b se, e somente se, 
ab € H” é uma relação de equivalência. (ii) Se a € G, então a classe de equivalência determi- 
nada por a é o conjunto aH = {ah | h E€ H}. 


Demonstração 

(i) Como e = aa E H, então a ~ a e, portanto, vale a reflexividade para a relação em estudo. 

Se a x b, então ab E€ H; mas, sendo H um subgrupo de G, então (ab) = ba €E H. Isso mostra 
que b x a e, portanto, que a simetria também se verifica para =. 

Suponhamos a 7 b e b x c; então ab, bic € H; daí, (ab) (bc) = ac E€ H e, portanto, a x c, de 
onde a transitividade também vale neste caso. 

(ii) Seja a a classe de equivalência do elemento a. Se x E a, então x x a, ou seja, xta E H. 
Portanto, xta = h, para um conveniente elemento h E H. Daí, x = ah! e, portanto, x E€ aH, uma vez 
que h” E H. 

Por outro lado, se x € aH, então x = ah, para algum h E H. Daí, x'a = h* € He, portanto, x = a. 
De onde, x E€ a. 

Dessas conclusões, segue que 4 = aH. 


Definição 10 - Para cada a E G, a classe de equivalência aH definida pela relação = in- 
troduzida na Proposição 19 é chamada classe lateral à direita, módulo H, determinada por a. 

Uma decorrência imediata da proposição anterior é que o conjunto das classes laterais 
à direita, módulo H, determina uma partição em G, ou seja: 


a) sea EG, então dH + Ø; 
b) sea, b E G, então aH = bH ou aH N bH = Ø; 
c) a união de todas as classes laterais é igual a G. 
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O conjunto quociente de G por essa relação, denotado por G/H, é o conjunto das classes 
laterais aH(a E€ G). Um dos elementos desse conjunto é o próprio H, pois H = eH. 

De maneira análoga demonstra-se que a relação = definida por “a = b se, e somente se, 
ab! € H” também é uma relação de equivalência sobre o grupo G. Só que, neste caso, a classe 
de equivalência de um elemento a E G é o subconjunto Ha = (ha | h E H}, chamado classe la- 
teral à esquerda, módulo H, determinada por a. É claro que, se G for comutativo, então aH = Ha, 
para qualquer a E G. 

Na teoria que segue é indiferente usar classes laterais à esquerda ou à direita. Um dos 
motivos é que os conjuntos quocientes têm a mesma cardinalidade nos dois casos. De fato, 
pode-se demonstrar que a correspondência aH > Ha”! é uma bijeção (propomos esse resul- 
tado como exercício). 


| Exemplo 32 pm No grupo multiplicativo G = (1, -1, à -1) das raízes quárticas da unidade, consideremos 
o subgrupo H = (1, -1). As classes laterais neste caso são: 


1H={1-1,1. 1} ={1, -1}, 

CDH ={E0: k CD EEH 
iH={i-1 i= G, 

CDH ={-) ; 1, CD CID) = cid). 
Portanto, G/H = {1H, iH}. 


Nesta altura convém registrar que, se H é um subgrupo de um grupo aditivo G, então as classes laterais 
à direita, módulo H, são os conjuntos a + H, com a E G. 


EEIE Seja Go grupo aditivo Z, Para facilitar, escreveremos os elementos de Z, sem os traços. 
Ou seja, Z, = (0, 1, 2, 3, 4, 5}. Considerando o subgrupo H = (0, 3}, temos: 


0+ H=H={0,3}, 1 + H={1, 4} e2 + H={2, 5}. 


Como a reunião dessas três classes é igual a G, podemos interromper nossos cálculos nesta altura, com a 
certeza de que não há mais classes distintas das que já foram obtidas. Portanto, G /H = {H, 1 + H, 2 + HW}. 


| Exemplo 34 pm Considere o grupo multiplicativo R* dos números reais e H o subgrupo formado pelos 
números reais estritamente positivos. Ou seja, H = (x € R* | x > 0). Como 


aH=Hsea>0 
aH=(xe R*|x<0),sea<o, 


então R'/H é formado de duas classes apenas: a dos números reais maiores que zero e a dos números 
reais menores que zero. 


| Exemplo 35 - Consideremos agora o grupo simétrico G = S, Para facilitar, adotemos a notação 


a=[128 2d 
2-3: 132 
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Isso posto, S, = (e, a, a?, b, ba, ba?) (ver Exemplo 4). Considerando-se o subgrupo H = C, = (e, a, à), 
então: 

eH=H=(e a a?, 

aH = (ae, aa, aa?) = (a, a°, e}, 

a?H = (a?e, a?a, aa?) = (a?, e, a), 

bH=(b, ba, ba?. 

Também aqui já não é preciso prosseguir (mesma explicação do exemplo 33). 

Portanto, S/C, = {H, bH}. 


Proposição 20 - Seja H um subgrupo de G. Então duas classes laterais quaisquer mó- 
dulo H são subconjuntos de G que têm a mesma cardinalidade. 


Demonstração - Dadas duas classes laterais aH e bH, temos de mostrar que é possível construir 
uma aplicação bijetora f: aH > bH. Lembrando a forma geral dos elementos dessas classes, é natural 
definir f da seguinte maneira: f(ah)= bh, para qualquer h E€ H. Sem maiores dificuldades, prova-se 
que f é injetora e sobrejetora. De fato: 
* (injetora) Se h, h, E H e f(ah) = f(ah,), então bh = bh,; como, porém, todo elemento de G é 
regular, então h = h,; 
* (sobrejetora) Seja y E€ bH. Então y = bh, para algum h E H. Tomando-se x = ah E aH, então 
f(x) =f(ah) = bh =y. 


Em particular, todas as classes têm a mesma cardinalidade de H = eH (e = elemento 
neutro). 

Obviamente, se G é um grupo finito, então o conjunto G/H também é finito. O número de 
elementos distintos de G/H é chamado índice de H em G e é denotado por (G : H). Então, no 
exemplo 32, (G : H) = 2, no exemplo 33, (G : H) = 3, no exemplo 34, (G : H) = 2 e no exemplo 
35, (G: H) =2. 

Devido ao fato de que aH > Ha"! é uma aplicação bijetora, como já observamos, então o ín- 
dice de H em G é o mesmo, quer se considerem classes laterais à direita ou à esquerda, módulo H. 


4.5.5.2 Teorema de Lagrange 


Proposição 21 (teorema de Lagrange) - Seja H um subgrupo de um grupo finito G. 
Então “(G) = (H)(G : H) e, portanto, (H) | (G). 


Demonstração - Suponhamos (G : H)=resejaG/H=(a,H,a,H, ... a H}. Então, devido à Proposição 
19,G=aHU a, HU..UaHeaHn aH= Ø, sempre que i # j. Mas, devido à proposição 20, o número 
de elementos de cada uma das classes laterais é igual ao número de elementos de H, ou seja, é igual 
ao(H). Portanto: 

AG) = (H) + (H) +... + (H) 
em que o número de parcelas é r = (G : H). De onde: AG) = (G : H)(H) e (H) | (6). 
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Diga-se de passagem que, apesar do nome, não é de Lagrange (1736-1813), importante 
matemático ítalo-francês, a demonstração geral que acabamos de fazer desse teorema. Na 
época de Lagrange, o conceito geral de grupo ainda não havia sido formulado. Na verdade, 
Lagrange apenas usou o teorema numa situação muito particular mas extremamente impor- 
tante, em pesquisa que visava encontrar uma ligação entre a solução algébrica das equações 
e as permutações das raízes dessas equações. 


Corolário 1 - Seja G um grupo finito. Então a ordem (período) de um elemento a E G 
divide a ordem de G e o quociente é (G : H), em que H = [a]. 


Demonstração - Basta lembrar que a ordem de a é igual à ordem de H = [a] e que, devido ao teo- 
rema de Lagrange: 


AG) = (G : H) (a). 


Corolário 2 - Se a é um elemento de um grupo finito G, então a“? = e (elemento neutro 
do grupo). 


Demonstração - Seja h a ordem de a. Portanto, h é o menor inteiro estritamente positivo tal que 
a” = e (elemento neutro do grupo). Mas, devido ao corolário anterior: 


AG) = (G : H)h 
em que H = [a]. Portanto: 


AO = als: Mh = (a): = CM = e, 


Corolário 3 - Seja G um grupo finito cuja ordem é um número primo. Então G é cíclico 
e os únicos subgrupos de G são os triviais, ou seja, (e) e o próprio G. 


Demonstração - Seja p = 0(G). Como p > 1, o grupo G possui um elemento a diferente do elemento 
neutro. Assim, se H = [a], o teorema de Lagrange garante que “(H) | p. Logo, (H) = 1 ou p e, portanto, 
H = {e} ou H = G. Como a primeira dessas hipóteses é impossível, então G = He, portanto, G é cíclico. 
Por outro lado, se J é um subgrupo de G, então, ainda devido ao teorema de Lagrange, J) | AG). 
Daí, (J)=1 ou p e, portanto, J = {e} ou J = G. 


Contraexemplo 2: Considere o seguinte subconjunto do grupo S,; 


RR E La 
1234/1342) 
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Embora o número de elementos de L, que é 2, divida a ordem do grupo S, que é 24, L não é um subrupo 
de S, uma vez que 


-1 
2 3-4 — T2 34 EL 
1342 1423 
Isso mostra que não vale a recíproca do teorema de Lagrange. 


O teorema de Lagrange pode ajudar bastante na determinação dos subgrupos de um 
grupo finito. Para exemplificar, consideremos o grupo S,, cuja ordem é 6, como já vimos. Os subgrupos 
possíveis de S, têm, portanto, ordem 1, 2, 3 ou 6. Os de ordem 1 e 6 são triviais: respectivamente, 
o subgrupo formado só pelo elemento neutro e o próprio S,. Os de ordem 2 e 3 são necessariamente 
cíclicos, como vimos (corolário 3). Logo (ver Exemplo 25), S, tem três subgrupos de ordem 2, a saber, 
[9], [9,1 e [g,] e um único de ordem três: [f,] = [f,1. (Ver Exemplo 4). 

É claro que o exemplo dado é muito favorável na aplicação do teorema de Lagrange. No caso do 
grupo S, o teorema de Lagrange também é suficiente, embora o trabalho seja muito maior. Vale ressal- 
tar, porém, que há outros recursos teóricos capazes de favorecer uma pesquisa mais abrangente dos 
subgrupos de um grupo finito, mas eles se situam além dos objetivos deste livro. 


99. Determine todas as classes laterais de H = (0, 3, 6, 9} no grupo aditivo Z,,. 
100. Determine todas as classes laterais de 47 no grupo aditivo Z. (47 = (0, +4, +8,...)). 


101. Seja S, o grupo das permutações de E = (1, 2, 3). Determine todas as classes laterais 
de H = (f, 9,) subgrupo de S, em que (ver tábua, página 171): 


ga E di 23 
o ly 2 3/82 13] 


102. Sendo H = (0, +m, +2m, ...}, m E Z, m > 1, um subgrupo do grupo aditivo Z, mostre 
que (0, 1,...m - 1) = Z, é o conjunto das classes laterais de H. (Logo, (Z : H) = m.) 

103. É finito ou infinito o número de classes de Z x 2Z em Z x Z? Por quê? 

104. Dado o grupo Z x Z, (produto direto), ache todas as classes laterais, à esquerda, do 
subgrupo H = {0} x Z. 

105. Mostre que existem infinitas classes laterais de Rem C. 


106. Considerando Z como subgrupo do grupo aditivo Q, descreva as classes Z + (-1) e 


1 
Z+ 2 E 
107. Mostre que, sendo a + Z uma classe lateral de Z em R (a € R), então existe b E R tal 


que0<b<1eb+Z=a+Z. 


secocooococoooooooooocococoooocooocoooococococoooooocooooooooocooooooooooo 
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108. Mostre que, dado a (a E CY), então existe b € C* tal que |b| = 1 e bRÝ = a RÝ. 


109. a) Mostre que H= ||“ °) [ce R" 


é um subgrupo do grupo GL,(R). 
b) Mostre que existem infinitas classes de H em GL,(R). 


110. Mostre que são equipotentes os conjuntos das classes laterais à esquerda e o das clas- : 
ses laterais à direita para todo subgrupo de um grupo G, ou seja, têm o mesmo cardinal. : 
Sugestão: Considerar q (aH) = Ha”. : 

111. Seja H um subgrupo de um grupo (G, -). 

a) Mostre que “x ~ y & xy! € H” define uma relação de equivalência em G. 
b) Mostre que, a E G, T = Ha. 

112. Seja G um grupo de ordem p”, em que p é primo e n > 1. Mostre que a ordem de um : 

elemento qualquer de G é uma potência de p. 


113. Seja f: G > Jum homomorfismo de grupos. Sendo S um subgrupo de, prove que f!(S) ; 
é subgrupo de G e N(f) c fH(S). 


Exercícios complementares 


c5. Sejam He K subgrupos de um grupo finito. Se (H) = p e (K) = q (p é q primos), então : 
H N K= {e}. Prove. : 
C6. Seja p > 1 um número primo. Prove que: 
a) Va E Z, se a + 0, então (a)! = 1. 
b) Conclua daí que, se a E Z, então a” = a (mod p). 


4.6 SUBGRUPOS NORMAIS - GRUPOS QUOCIENTES 


4.6.1 Introdução 


A noção de grupo e a própria palavra “grupo”, ainda que com um significado não muito 
claro, ocorreram primeiramente ao matemático Evariste Galois. A questão que levou Galois a 
essa noção era a da resolubilidade das equações por meios algébricos (por radicais). Galois 
associou a cada equação um grupo de permutações de suas raízes e conseguiu vincular a reso- 
lubilidade a uma propriedade desse grupo. Os grupos com essa propriedade são chamados 
modernamente de grupos solúveis. 

Ocorre que o conceito de grupo solúvel envolve um conceito preliminar, o de subgrupo 
normal, que Galois também teve de criar. De fato, na linguagem algébrica moderna, um grupo 
G se diz solúvel se é possível encontrar uma sucessão finita de subgrupos Gy G, G, -~ G, tais 
que: (i) G = G, 2 G, D G, >.. D G, = (e) (e = elemento neutro de G); (ii) G,,, é “subgrupo 
normal” de G, (i = 0, 1, .. n — 1); (iii) o “grupo quociente” G /G,., 

Pois bem, são justamente os conceitos de “subgrupo normal” e “grupo quociente” que 


é abeliano. 


introduziremos nesta seção. Deixamos claro, porém, que o conceito de grupo solúvel e seus 


Capítulo 4 Grupos 199 


desdobramentos na teoria das equações não serão explorados aqui, devido ao caráter intro- 
dutório deste trabalho. 

Também nesta seção, e pelas mesmas razões de sempre, adotaremos a notação multipli- 
cativa para as operações dos grupos no desenvolvimento da teoria. 


4.6.2 Multiplicação de subconjuntos 


Sejam (G, +) um grupo e 4 e B subconjuntos de G. Indicaremos por AB e chamaremos de 
produto de A por B o seguinte subconjunto de G: 


AB=Ó,se4=GouB=G 
AB = {xy |xEAey EB}, seA+żØøeB+øØ 


Portanto, a “lei” que associa a cada par (A, B) de subconjuntos de G seu produto AB é uma 
operação sobre o conjunto P(G) das partes de G, chamada multiplicação de subconjuntos de G. 
Essa operação goza da propriedade associativa (pelo fato de a multiplicação de G gozar dessa 
propriedade). Vale notar, ainda, que, se o grupo G é comutativo, então a multiplicação de 
subconjuntos de G goza da propriedade comutativa. 


| Exemplo 37 - Seja G = (e, a, b, c} um grupo de Klein. Lembremos a tábua desse grupo: 


Se A = {e, a} e B= {b, c}, então AB = (eb, ec, ab, ac} = {b, c, c, b} = {b, O. 


Consideremos o grupo multiplicativo dos números reais. Se 
A=(xeR*|x>0)eB=(xeR*|x<o0), 
então: 
AB=(xeR*|x<0)=B, 


pois o produto de um número estritamente positivo por um estritamente negativo é estritamente nega- 
tivo e, por outro lado, todo número estritamente negativo a pode ser escrito como a = (-1)(-a), em que 
o primeiro fator é estritamente negativo e o segundo estritamente positivo. 


4.6.3 Subgrupos normais 


Definição 11 - Um subgrupo N de um grupo G é chamado subgrupo normal (ou inva- 
riante) se, para todo x E€ G, se verifica a igualdade 


xN = Nx. 
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Ou seja, a classe lateral à direita, módulo N, determinada por x, é igual à classe lateral à 
esquerda, módulo N, determinada por x, para qualquer x E G. 


SGU" Se G é abeliano, então obviamente todo subgrupo de G é normal. 


ul + Consideremos o grupo simétrico S,. Lembremos que, se 


1 2 «3 7. 28 
h=lh 2 9hh>l2 31 


Então: S, = Sy fof 9e HS, GF. 
Embora esse grupo não seja comutativo, o subgrupo H = C, = (f, fp f?) é normal, pois, como se pode 
ver, conferindo em sua tábua (ver 4.1.5): 


123 
e 5i 3 2) 


LH=1f, fo F3 =Hfy gH ={9, 9, f, 9, = Hg, 
fH=U, fi f) =Hf, O, FIH =19, fp 9, fè 9} = HC, f), 
FH={f?, fy F} = HP, O, FDH =19, f? J, 91) = HC, f2. 


Portanto, só há duas classes laterais distintas: fH e g,H. Sugerimos ao leitor verificar os “cálculos” 
na tábua. 


| Exemplo 41 gg Seja H um subgrupo de G tal que (G : H) = 2. Então H é um subgrupo normal de G. 
De fato, neste caso, as classes laterais à direita, módulo H, são duas: H e aH, em que a é um elemento 
qualquer do grupo que não pertence a H, e, portanto, aH = (H°), pois as duas classes formam uma 
partição de G. As classes laterais à esquerda, módulo H, também são duas: H e Ha, em que a é um ele- 
mento qualquer do grupo que não pertence a H, e, portanto, Ha = (H°). Logo, xH = Hx, qualquer que 
seja x E G. 


Proposição 22 - Seja N um subgrupo normal do grupo G. Então, para quaisquer a, b E G, 
vale a igualdade (aN)(bN) = (ab)N. 


Demonstração - A demonstração será feita por dupla inclusão. 


* Seja x E (aN)(bN). Então, devido à definição de produto de subconjuntos, x = uv, em que 
u E€ aN e v E bN. Portanto, u = an, e v = bn, para convenientes n, n, E N; daí, x = (an,)(bn,) = 
=a(n,b)n,. Como, porém, por hipótese, Nb = bN e n,b E Nb, então n,b = bn,, para algum n, E N. 
De onde, x = a(n, b)n, = a(bn,)n, = (ab)(n,n,). Observando que n,n, E€ N, conclui-se que 
x E (ab)N. Fica provado, pois, que (aN)(bN) c (ab)N. 

Seja x E (ab)N. Então, x = (ab)n, para algum n E N. Mas nessa igualdade é possível introduzir 
o elemento neutro e da seguinte maneira: x = (ae)(bn). Como e E N, então ae € aN. Por outro 
lado, é imediato que bn E bN. De onde, x = (ab)n = (ae)(bn) € (aN)(bN). Ficou demonstrado, 
assim, que (ab)N c (aN)(bN). 


Das conclusões parciais, segue a tese: (ab)N = (aN)(bN). 
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A proposição anterior nos diz, basicamente, que o conjunto das classes laterais à direita, 
módulo N, que é uma parte de P(G) denotada por G /N, é fechado em relação à multiplicação 
de subconjuntos de G. A associatividade da multiplicação de classes laterais é uma conse- 
quência desse fechamento e da associatividade da multiplicação de subconjuntos, mas pode- 
ria ser demonstrada diretamente assim: 


[(aN)(bN)](cN) = [(ab)N](cN) = [(ab)c]N = [a(bc]]N = (aN)[(bc)N] = (aN)[(bÞN)(cN)]. 


4.6.4 Grupos quocientes 


Seja N um subgrupo normal de G. As seguintes propriedades, que envolvem a multipli- 
cação de subconjuntos de G, restrita a G/N, já foram destacadas nesta seção: 


e (aN)(bN) = (ab)N; 
* [(aN)(ÞN)](cN) = (aN)[(bN)(cN)]. 


Além dessas, valem também: 


e (aN)(eN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN) (aN); 
e (aN)(a^N) = (aa®)N = eN = (aa)N = (aN) (aN). 


Portanto, o conjunto quociente G/N, com a multiplicação de subconjuntos, restrita a 
seus elementos, é um grupo cujo elemento neutro é eN = N e no qual (aN)* = aN. 


Definição 12 - Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Nessas condições, o 
grupo quociente de G por N é o par formado pelo conjunto quociente G/N e a restrição aos 
elementos desse conjunto da multiplicação de subconjuntos de G. 


| Exemplo 42 Rm Sejam G = (1, -1,  -i) o grupo multiplicativo das raízes quárticas da unidade e N= {1, -1}. 
N é um subgrupo normal de G pelo fato mesmo de que G é comutativo. As classes laterais neste caso 
são duas apenas: 1N = N = (1, -1) e iN = (i -1). (O próprio fato de a união das duas ser igual a G é 
suficiente para mostrar que não há outras.) A tábua do grupo quociente G/N é: 


| Exemplo 43 pm Sejam G= Z, = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e H = {0, 3). As classes laterais neste caso são: 0 + H = H, 
1+ H={1, 4}, 2 + H = {2, 5}, já que essas três englobam todos os elementos de Z,. A tábua do grupo 
quociente G /H neste caso é: 
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+ | Hm [1+H|[2+H 
H | H 1+H |2+H 
1 H|1+H | H | H 
2+H |2+H | H [1+H 


Notar que usamos o fato de que 3 + H = H, pois 3 - 0 = 3 E H. 


Cem + No grupo S, consideremos o subgrupo H = C, = {f » f, f?). No Exemplo 40 verificou- 
se que H é um subgrupo normal S,. Outra maneira de chegar a essa conclusão seria por intermédio do 
Exemplo 41. A tábua do grupo quociente S,/H é a seguinte: 


Proposição 23 - Se N é um subgrupo normal de G, então a aplicação u: G > G/N definida 
por u(a) = aN é um homomorfismo sobrejetor de grupos cujo núcleo é N. 


Demonstração - De fato: 


u(ab) = (ab)N = (aN)(bN) = u(a)u(b). 

* Sey E G/N, então y = aN, para algum a E G. Como, então, u(a) = aN = y, conclui-se que u é uma 
aplicação sobrejetora. 

* Lembremos, primeiro, que o elemento neutro do grupo quociente é a classe N. Isso posto, se 
a E Ker(u), então u(a) = aN = N. Como, porém, a E aN, pois a = ae e e E N, então a E N. Isso 
mostra que Ker(u) € N. Por outro lado, se a E N, então aN = N e, portanto, u(a) = aN = N 
(elemento neutro de G/N) e, portanto, a E€ Ker(u). 


As duas inclusões demonstradas garantem que Ker(u) = N. 


Definição 13 - Se N é um subgrupo normal de G, então o homomorfismo p: G > G/N 
definido por u(a) = aN é chamado homomorfismo canônico de G sobre G/N. 


4.7 TEOREMA DO HOMOMORFISMO 


Lema 1 - Se f: G > L é um homomorfismo de grupos, então N = Ker(f) é um subgrupo 
normal de G e, portanto, G/N tem uma estrutura de grupo. 


Demonstração - Que N = Ker(f) é um subgrupo de G já foi demonstrado (Proposição 6). Falta 
provar que é normal, ou seja, que aN = Na, para qualquer a E G, o que será feito por dupla inclusão. 
e Sex E aN, então x = ah, para algum h E N. Mas ah = (aha-')a. Ocorre, porém, que f(aha-!) = 
=f(o)f(h)f(a) =fi(a) e [f(a)]* =f(a)[f(a)] = u (elemento neutro de L). Portanto, aha E N = 
= Ker(f) e, como x = ah = (aha-!)a, então x € Na. Fica provado, pois, que aN c Na. 
* De maneira análoga se demonstra que Na e aN. 


Das duas conclusões, segue que Na = aN, como queríamos provar. 
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Proposição 24 (teorema do homomorfismo para grupos) - Seja f: G > L um homomor- 
fismo sobrejetor de grupos. Se N = Ker(f), então o grupo quociente G/N é isomorfo ao grupo L. 


Demonstração - O primeiro passo é descobrir um isomorfismo, digamos, de G/N em L. E, para isso, 
uma boa pista é ver como se representam os elementos de G/N e L. Os do grupo quociente são clas- 
ses laterais aN, com a E G, e os de L imagens f(a), com a E G. Portanto, é natural investigar se a 
correspondência aN > f(a) é um isomorfismo. Mas primeiro é preciso ver se se trata de uma apli- 
cação, já que uma mesma classe lateral à direita, módulo N, pode ser representada em geral de mais 
de uma maneira. 


* Vamos supor aN = bN. Então ba E N e, portanto, f(ba) = u (elemento neutro de L). Mas 
f(b7a) = f(b")f(a) = [f(b)I" fla). Logo, [f(b)]" (a) = u e f(a) = f(b)u = f(b). De onde, a cor- 
respondência aN > f(a) é de fato uma aplicação. 

* Seja o: G/N > L a aplicação definida por o(aN) = f(a). Para mostrar que o é injetora, supo- 
nhamos f(a) = f(b), em que a, b E G. Então [f(b)|'f(a) = [f(b)]!f(b) = u. Usando-se a hipótese 
de que f é um homomorfismo de grupos, da igualdade [f(b)]!f(a) = u segue que f(b-!a) = u. 
Mas isso significa que ba E N e, portanto, aN = bN, como queríamos provar. 

* Que o é sobrejetora é praticamente imediato. De fato, se y E L, então y = f(a), com a E G. 
Então, tomando x = aN E G/N, o(x) = o(aN) = f(a) = y. 

* Mostremos por último que o é um homomorfismo de grupos. De fato: 


o[(aN)(bN)] = o[(ab)N] = f(ab) = f(a)f(b). 


Seja f: G > L um homomorfismo sobrejetor de grupos e denotemos por N o núcleo de f. Con- 
sideremos ainda o grupo quociente G/N, o homomorfismo canônico u: G > G/N e o homomor- 
fismo o: G/N > L, introduzido na proposição anterior. O diagrama de grupos e homomorfismos 


G/N 


sugere a possibilidade de uma fatoração de f através de G/N. Efetivamente isso ocorre, pois, 
para qualquer a E G: 


(o°u)(a) = o(u(a)) = o(aN) = f(a) 


e, portanto: 


f=o00Ņ. 
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ECE Dado um inteiro m> 1, consideremos o homomorfismo p,: Z > Z, definido por p, (a) = 
(Exemplo 11). Esse homomorfismo é sobrejetor, como já vimos, e seu núcleo é o conjunto dos inteiros 
a tais que a=0,ou seja, o conjunto dos inteiros a tais que a = 0 (mod m). Portanto, Ker(f) = [m] = 
= (0, tm, +2m). O teorema do homomorfismo nos garante que os grupos Z/[m] e Z, são isomorfos. 


114. Seja G um grupo multiplicativo.Se4 c Ge 4 + Ø, seja A`! = fx !| x E A}. Mostre que: 
a) (AFT =A; 
b) VA, B c G, A + Ø, B + Ø, tem-se (AB)! = B= ; A7. 

115. Seja G um grupo multiplicativo e H + 0 um subconjunto de G. Mostre que H é subgrupo ; 
de G se, e somente se, H-HcHeH!cH. 


116. Mostre que, se N é subgrupo normal de G, a E G e n E N, então existe um elemento : 
n’ E N tal que an = n’a. 
117. Sejam M e N subgrupos normais de G. Mostre que M N N e MN também o são. 
Resolução: Façamos M N N=HeMN=K. 
Sugerimos ao estudante mostrar que H e K são subgrupos de G. 
Provemos que xH = Hx, V E G: 
yexH>y=xh 


>y=mx=nxemquemeMen EN. 
heMNN 


E, então, m’ = n’ = h’, com R’ E H. Isto é, y = h’ x E Hx. Analogamente, ye Hx > y E XH. 
Provemos que xK = Kx, Yx E G: : 
y ExK=>y=xk=x(mn) = (xm)n = (m’x)n = m (xn) = m (n’x) = (m’n’)x = k’x >y € Kx, onde : 
keK5mmEMen EN. 
E, analogamente, y E Kx > y E XK. 
118. Sejam G um grupo, N um subgrupo normal e H um subgrupo de G. Mostre que o sub- : 
grupo H N N é normal em H. 
119. Mostre que um subgrupo N do grupo G é normal se, e somente se, x+Nx = N, para todo : 
x E G. (Nota: x!Nx= (x inx | n E€ N}.) 
120. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Seja N, o conjunto de todos os x € G tais que : 
xHx! = H. Mostre que N, é um grupo que contém H e que H é normal em N,. 


121. Mostre que, se Me N são subgrupos normais do grupo Ge MN N = {e}, então mn = nm, : 
para quaisquer m Emen €N. 
Sugestão: Prove que (mn) (nm) = e. (e = elemento neutro). 

122. Sejam H e K subgrupos normais de um grupo G, tais que H N K = {e}. Se h, h, E H, : 
k, k, E€ K e h,k, = h,k 


K» prove que h, = h, e k, = k, 
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123. Demonstre que, se um grupo finito G tem um único subgrupo N de uma dada ordem, € 
então N é normal em G. : 
124. Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G, mostre que H = {x € G | xa = ax) é um sub- 
grupo normal de G. 
Resolução: 1º) Sendo e o elemento neutro de G, temos ea = ae, portanto, e € H e H+ Ø. 
2º) Sejam x, y € H. Então x e y comutam com a. Interessa particularmente observar 
que, xa = ax e y'a = ay*, pois ay = ya. 
Provemos que xy! E H: 
Goya =xGr'a) =x(ay") = (xa)y* = (ax)y* = afxy `°). 
3º) Provemos, finalmente, que bH = Hb, Yb € G: 
a€ bH & a = bh, com h € H. Logo 
a = hb € Hb. De modo análogo se prova que: œ € Hb > a € bH. 


125. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e N um subgrupo normal de G. Mostre que NH £ 
é um subgrupo de G e NH = HN. i 

126. Seja f: G— J um homomorfismo sobrejetor de grupos. Se H é um subgrupo normal de 
G, mostre que f(H) é um subgrupo normal de J. 

127. Seja f: G > G' um homomorfismo de grupos com núcleo H. Suponha o G finito. Mostre £ 
que é (G) = ((f(G))) - LH). 

128. Seja L o grupo dos isomorfismos de um grupo G nele mesmo. Prove que: 
a) Va EG, F; G — G, definida por F (x) = axa, pertence a L; 
b) H=(F, | a € G} é um subgrupo normal de L. 

129. Seja Tum subgrupo cíclico e normal de G. Mostre que todo subgrupo de Té subgrupo 
normal de G. 

130. Seja G= [a] um grupo cíclico de ordem 6. Sendo H = [a°], construa a tábua do grupo G/H. 
Resolução: H = [a?] = (e, a°, a') 
As classes laterais à esquerda de H são: 

eH=HeaH= {a, @, a°}. 


Notemos que eH = aºH'= a'H e aH = °H = a'H. Observemos também que xH = Hx, Yx € G, 
pois G é abeliano. Podemos, então, construir a tábua de G/H: 


4 Jan] 
H |H |ah| 
aH [aH| H 


131. Determine todos os subgrupos não triviais do grupo aditivo Z. Para cada subgrupo 
H encontrado, construa a tábua do grupo quociente Z,/H. 
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132. Construa as tábuas dos seguintes grupos quocientes. 
a) Z,/H, em que H = (0, 4) 
b) Z/2 Z 
c) (Z x Z)/(3Z x 27). 


133. Considere Z como um subgrupo do grupo aditivo Q dos números racionais. Mostre : 
que, dado um elemento x € Q/Z, existe um inteiro n > 1 tal que nx = 0. : 


ecoocooo 


134. Demonstre que, se H é um subgrupo normal de G e o índice de H em G é um número : 
primo, então G/H é cíclico. 


=e e eooooooooooooooooo EEE) cocesccecoseos. 


4.8 PERMUTAÇÕES 


4.8.1 Ciclos e notação cíclica 


Entre os grupos importantes que relacionamos em 4.1.5, merece ser estudado um 
pouco mais profundamente, pela sua importância em vários campos, o grupo S, das permu- 
tações sobre o conjunto 1 = (1, 2, .. n}, n > 2. Em nível elementar, um assunto em que os grupos 
de permutações desempenham um papel-chave é a teoria dos determinantes. Em nível mais 
avançado, o mesmo se pode dizer quanto à história da resolução das equações algébricas. 

Para o estudo que segue, precisaremos introduzir um novo tipo de permutação e uma 
nova notação. 


Definição 14 - Sejam a,,a,,...,a, E I inteiros distintos. Seo € S, é uma permutação tal que 
o(a)=a,o(a)=c(a)=a,,...o(a, )=o"'(a)=a eo(a)=o'(a))=a,eo(x) =x, para todo 
xel -(a,a, „a }, então se diz que o é um ciclo de comprimento r e que (a, a, „a ) é o conjunto 
suporte de ©. Para designar a permutação assim definida, usaremos a notação (a, a, ..., a ). 
Se r = 2, então o é chamado de transposição. 


ZGUR =" Consideremos em S, a permutação 


Como o(D)=4,0(4)=2e0oc(2)=1,0(3)=3e o(b) = 5, então o é um ciclo de comprimento 3 cujo 
conjunto suporte é (1, 2, 4). Portanto, podemos escrever: 


o=(14 2). 


A notação cíclica merece um comentário. Primeiro, ela não indica em que grupo S, se está. Por exemplo, 
se escrevemos o = (1 4 2), simplesmente, pode se tratar tanto da permutação do exemplo 46 como de 


123456 


“=l13256) 


De que permutação se trata realmente é determinado pelo contexto. Outro aspecto dessa notação é 
que o mesmo ciclo pode ser descrito de mais de uma maneira, pois cada um dos elementos do suporte 
pode ocupar a primeira posição, desde que não se mude a sequência em que eles aparecem. Em S, 
por exemplo: 


047)=(420=(214) 


Em qualquer dessas três notações, 1 4, 4 ++ 2, 2 = 1,3++ 3,5» 5 e, portanto, efetivamente elas in- 
dicam a mesma permutação de S,. 


Proposição 25 - Se o = (a, a, ..a) € S, é um ciclo de comprimento r > 1, então «(0) = r 
e, portanto, se e indicar a permutação idêntica de S, [0] = {£, 0, 6% ~, 0°}. 


Demonstração - Da definição de ciclo decorre diretamente que 0''(a,) = a, (i= 1, 2, ~, r) € 0'(a,) = a,- 
Então øo + e sempre que 1 < i < r, e, portanto, r < a(o). Por outro lado, se i é um índice tal que 
1<i<r,entãoo((a)=o(o"'(a,))=0"(o(a,))=0"'(a,)=a, Considerando-se que o(x) = x sempre 
quex#a, (i= 1,2, „„ r), então o = € e, por conseguinte, (0) < r. De onde, “(0) = r. 


Dois ciclos, como (1 2 4) e (3 5), em S, cujos suportes são conjuntos disjuntos, são chamados 
ciclos disjuntos. 


Proposição 26 - Dois ciclos disjuntos comutam. 


Demonstração - Sejam q e ciclos de S, disjuntos, com suportes iguais respectivamente a À e B. 
Se x é um elemento de 1, há três hipóteses possíveis: 


“ xEA 


Então, (go0)(x) = g(o(x)) = q(x), ao passo que (co9)(x) = (p(x)) = 9). 
Portanto, 996 e 679 coincidem em A. 


* x € B (raciocínio análogo). 
* xEAexEB. 


Neste caso, (po6)(x) = q(g(x)) = p(x) = x, ao passo que (Goq)(x) = o(p(x)) = q(x) = x. Portanto, 
og e oop também coincidem fora de A e B. 


Proposição 27 - Toda permutação 6 € S, exceção feita à permutação idêntica, pode ser 
expressa como um produto de ciclos disjuntos. 
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Demonstração - Supondo, para facilitar, que o(1) + 1, consideremos a sequência de imagens de 1 
pelas potências sucessivas de ©: 


o) = 1 c(1)/ 041) =(006) (1) o: (1) 


Como 7, é finito, os elementos dessa sequência não podem ser todos distintos. Isso nos permite 
fazer a seguinte escolha: seja r o menor expoente estritamente positivo tal que 0º(1) = 1, o(1), 
o?(1), oº(1), ... o7!(1) sejam distintos mas o'(1) = o/(1), para algum inteiro j tal que 0 < j < r. 
Daí segue que 6"/(1) = 1 = 6º(1), o que só é possível, dada nossa escolha de r, se j = 0. Portanto, 
o'(1) = 1. Obtém-se assim o ciclo: 

o,=(1,0(1),0(1),... o"!(1)), 
que coincide com a restrição de o a seu conjunto suporte. 

Indiquemos por a o menor inteiro de 1, que não aparece no suporte de o, e tal que o(a) + a. 
(Se nenhum a de I, cumprisse essa desigualdade, a demonstração estaria encerrada.) Repetindo- 
se o argumento anterior com a sequência 


o(a) = a, o(a), o(a) = (0o00) (a), o(a), ... 


chega-se a um ciclo ©,, que também coincide com a restrição de 6 a seu conjunto suporte. 
Mostremos que 6, e ©, são disjuntos. De fato, suponhamos que b fosse um elemento comum 
aos suportes desses dois ciclos. Então b = o(1) = o(a), com, digamos, 0 < s < t. Daí, a“s(1) = a, 
o que coloca a no suporte de ©, contrariamente a nossa escolha. 
Esse processo certamente termina num número finito m de passos. E, como 606,0... 06, tem 
sobre os elementos de 1, o mesmo efeito que o, então: 


6=6,06,0...06, 


| Exemplo 47 Bm Vamos decompor em ciclos disjuntos a seguinte permutação de S,: 


12345678 


o= š 
16837524 


Como o(1) = 1, vamos começar o processo descrito na demonstração com o elemento 2: 
2, o(2) = 6, 02(2) = o(o(2)) = o(6) = 5, o(5) = 7, o(7) = 2. 
Portanto: 
g= 6 5 J 
Repetindo-se o processo a partir do 3: 
30(3)=8,0(89)=4,0(4M)=3. 
Então: 
9,=(3 8 4). 
Portanto: 


c= 6 5 JoB 8 4). 
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Proposição 28 - Se n > 1, então toda permutação de S$, pode ser expressa como um 
produto de transposições. 


Demonstração - Uma verificação simples mostra que para todo ciclo de comprimento r em S, vale 
a identidade 
(a,a,a,.-»a ,a)=(a,ajo..o(a,a,). 


Portanto, dada uma permutação de S, é só decompô-la em ciclos, de acordo com a proposição 
anterior, e depois aplicar a identidade acima para cada um dos ciclos. 


Justificar, com detalhes, a seguinte igualdade em S; (123 )=(1 491 o 2). 
Mostraremos que o efeito do produto de transposições do segundo membro sobre /, é igual ao do ciclo 
do primeiro membro. Para isso, façamos (1 2)=0, (1 )=pe(1 49=. Então: 


o q u 

1 > 2 > 2 > 2 
2 > 1 > 3 > 3 
3 > 3 > 1 > 4 
4 > 4 > 4 + 1) 


Isso mostra que (Lioçoo)(1) = 2, (uoqoo)(2) = 3, (uoçoo)(3) = 4 e (Logoo)(4) = 1 e, portanto, que 
Hopoo=(1 2 3 4). 


Cut] =" Vejamos como decompor em transposições a seguinte permutação de S; 


123456768 


o= . 
16837524 


Como já vimos (Exemplo 47): o = (2 6 5 7)o(3 8 4). Mas, devido à identidade exibida na Proposição 28: 
265 n= Dr SC eB 8 )=8 48 8). 
Portanto: 


c=(2 7)(2 52 (3 4AB 8). 


4.8.2 Assinatura de uma permutação 


A decomposição de um ciclo em transposições, garantida pela Proposição 28, não é 
única. De fato, como (a b)o(b a) é a aplicação idêntica de 7, que é o elemento neutro de S, 
então num produto de transposições podem-se inserir tantas expressões desse tipo quanto 
desejemos, sem afetar o resultado. Em S., por exemplo: 


(2 6 5 7)=(2 7)o(2 52 6)=(1 2)(2 Do(2 7o(2 5)o(2 6). 
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Pode-se demonstrar, porém, que todas as decomposições de um mesmo ciclo em trans- 
posições têm em comum a paridade. Ou seja, se numa delas o número de transposições é par 
(ímpar), então o mesmo acontece em todas as outras. Mas, para provar esse importante re- 
sultado, é preciso introduzir antes o conceito de assinatura de uma permutação. 


Definição 15 - A assinatura de uma permutação 


o= 


a, a, e.. a, 
b, b, n. r 


n 


é o número real, aqui denotado por sgn o, e definido por: 


a 


=. 
snos I ES, 
ij 


em que o produto é estendido a todos os pares (i, j) de índices tais que i > j. 
Da definição decorre diretamente que a assinatura da permutação idêntica é 1. 
Convém observar que o produto que define sgn o não depende da ordem das colunas na 
expressão de o e que cada quociente 


é uma função do par (i, j). 


up] A assinatura da permutação 


OD 


sgn (6) = — - Ss : cs = M-J =1. 


Proposição 29 - A assinatura de uma transposição é -1. 


Demonstração - Seja t E€ S$, uma transposição. Evidentemente podemos representar 7 da seguinte 
maneira: 
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Se (r, s) é um par de índices da primeira linha da transposição Te 1 <r < s < n, então as situa- 


ções possíveis são as seguintes. 


a) (r, s) = (1, 2) cujo fator correspondente em sgn T é 


a-—-a 
2 1 


a-a, 


b) r= 1 e s> 2, caso em que o fator correspondente de (r, s) em sgn T é 


a-a 


a-a, 


c) r=2es>2, caso em que o fator correspondente de (r, s) em sgn T é 


ln a, 


a, Z a, 
d) r> 2 e, neste caso, o fator correspondente de (r, s) em sgn T é 


a-a, 
=1. 


A =d 
s r 


Como os fatores de b) e c) aparecem em pares cujo produto é 1, então: 


ts 
sgn T= =-l]. 
CECS 


Proposição 30 - Para quaisquer permutações s, J E S,, sgn (p00) = (sgn q)(sgn 0). 


Demonstração - Permutando convenientemente as colunas de q, podemos escrever: 


aa a Dbi 
5 bobos a ;] TE C 1 


Portanto: 


(sgn q)(sgn ©) = (sgn ©) (sgn Q) = II ao iJ] — E — 
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Corolário 1 - Se © E€ S, então sgn o = +1. 


Demonstração - Como já vimos (Proposição 28), toda permutação pode ser expressa como um 
produto de transposições. Portanto: 


O=TOTO..OoT, 


para convenientes transposições T, T, .. T, E S,. Então, usando-se a generalização natural da Pro- 


nao; 
posição 30 para r fatores e considerando-se que a assinatura de uma transposição é iguala -1: 


sgno=sgn(t,oT,o...otT)=(sgnt)(sgnt,).. (sgn T,) = (-1)(-1)... (-1) = (=1)'= 1. 


Corolário 2 - Qualquer que seja a permutação 6 E S, sgn o! = (sgno)”. 


Demonstração - Como (1 2)o(1 2) indica a identidade de S,, então ooo = (1 2)o(1 2). Portanto: 
[sgn (0)I(sgn 0) = sgn (0/00) = sgn [(1 2)(1 2)] = [sgn (1 2)][sgn (1 2)]=(-1(-1)=1 


De onde, sgn o! = (sgn o)". 


Proposição 31 - Seja dada uma permutação o ES, e consideremos duas decomposições 
de o em transposições: 


O = T OT,0 .. OT, € G=Pop,..op 


s 


Então os inteiros r e s têm a mesma paridade. 


Demonstração - Devido ao corolário 1, sgn o = (-1)"= (-1)s. Se r for par, então (-1)" = 1; daí (-1}' = 
1 e, portanto, s também é par. O raciocínio é análogo no caso em que r é ímpar. 


Definição 16 - Uma permutação o E S, é chamada par ou ímpar conforme possa ser 
expressa como um produto de um número par ou ímpar de transposições. Em outras pala- 
vras, conforme sua assinatura seja +1 ou -1. O conjunto das permutações pares de S será 
indicado por 4, -A +) pois e = (12)(21) é par. 


Proposição 32 - Para todo n > 1, o conjunto 4 é um subgrupo, de ordem n!/2 e índice 
2,des.. 
O subgrupo 4, será chamado grupo alternado de grau n. 
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Demonstração - Sejam o, q E 4,. Então sgn (o) = 1 e sgn q = 1. Como, porém, sgn (009) = 
(sgn o) (sgn ọ)* = 1: 17 = 1, então co~ EA . Fica provado, pois, que 4 é um subgrupo de S, 

Sejam r as permutações pares e s as permutações ímpares de S , que denotaremos respectiva- 
mente por 6,0, -~ O, € Qp QP, -~ P, Multiplicando as permutações pares por uma transposição 7, 
obtemos as permutações: 


ToO,, TOO, ..., TOO. 
P 


Como todo elemento de um grupo é regular, o número desses produtos também é r. Mas, como 
o produto de uma permutação ímpar (a transposição T) por uma par, todos esses produtos são 
ímpares. Logo, r < s. 

Analogamente, se multiplicarmos as permutações ímpares por 7, obteremos as s permutações 
pares: 


TOW, TOQ,, TO. 


: n! ; 
Portanto, s < r. De onde, r = s, e como r + s = n!, então o(A,) = — e, por conseguinte, (S, :A,) = 2. 
2 n n 


Corolário - 4, é um subgrupo normal de S, (Ver exemplo 41.) 


[EEB Achar todas as permutações pares de S, Lembremos que 


123 123 128 123 128 23 
S=lf= f= f= ,g = ,g,= ge . 
i [4 123 h ba f 21) 9, a 9 Ta Ia Heil 


Então, f,épa,f,=12 3)=(1 HM Dépa,f,=013 2)=(1 Dl 3) é par, g, =(2 3) é ímpar, 
9,=(1 3)éímpareg,=(1 2) é ímpar. Logo, o grupo alternado neste caso é: 


A = {fy fo fà 


| Exemplo 52 g Construir a tábua do grupo S/A, 


Como vimos, (A)=(S,:A)=2e,então, S/A,=(A, PA), em que q é uma permutação ímpar qualquer. 
Uma maneira de construir a tábua pedida é lembrar que todos os grupos de ordem 2 são isomorfos. 
Então: 
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135. 
136. 


137. 


138. 


139. 


140. 


141 


142. 
148. 
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cecocecesosese 


Dê um exemplo de duas permutações do grupo S, que não comutam. 


Expresse cada uma das seguintes permutações de S, como produto de ciclos disjun- : 
tos e, depois, como produto de transposições. 


BR a 
82637451 
A Ad 
36418257 
A a 
31472586 


Qual é a inversa da permutação o = (1 2)(3 5)o(7 8 9)nogrupos,? 


Determine as assinaturas das permutações a seguir: 


as a 
2314 21 34.5 

1234 12345 
3541) E 


Responda às seguintes perguntas referentes ao grupo S,: 
a) Qual a ordem do ciclo (1 4 5 7)? 

b) Qual a ordem de (4 5)o(2 3 7)? 

Decomponha cada uma das seguintes permutações num produto de ciclos disjuntos : 
dois a dois e determine suas ordens e assinaturas. 


Pia 
758634912 


123456 
Dl aa 


- Encontre a ordem de cada um dos elementos de S,. 


a)(1 2 3). 
b(1 4 3 2). 
c) (1 2)(3 4). 
Determine todas as permutações de S, que são permutáveis com (1 2 3 4 5)o(6 7 89 10). : 


Construa uma tábua do grupo alternado 4,. 
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144. Sejam 6, ọ ES, ciclos disjuntos. Mostre que o(coy) = mmc(c(06), (qp)). 
Resolução: Sejam r, s e t, respectivamente, as ordens de 0, p e copy e m = mmc (r, s). 
Lembremos as propriedades que caracterizam m: (i) m > 0; (ii) r | m e s | m; (iii) se 
m é um inteiro tal que r | m e s | m, então m | m’. 

Como m é múltiplo de r e s e o e q comutam entre si, então (60p)” =0"op” =goe =€ 
e então, devido à proposição 17, t | m. 
Por outro lado, (Goy)' = otot = e, pois a ordem de coq é t. Agora, se a é um ele- 

mento do suporte de o, então «p(a) = a e, portanto, pa) = a. Então o(a) = (o'oç9(a) = 
e(a) = a e daí segue, devido à proposição citada, que r | t. Analogamente se demonstra 
ques | t. Portanto, m | t. Como já provamos que t | m, então m = t. 

145. Mostre que a assinatura do r-ciclo (a, a, ...a,) é (-1)7. 
Sugestão: Use o método da indução finita. 

146. Justifique as seguintes identidades: 
a G 2 De- 2 a DG jH1..k) (1<j<k); 
b) (1 2 ..k)=(1 k)o(1 2 ... k-1) (k>1); 
J(12 Kokt a 2 1)=(1 K: 

147. Prove que (a, a, ...a)!'=(a,a, aa). 

148. Sejam s, p ES, ciclos disjuntos tais que coq = £. Prove que © = q =€. 
Resolução: Seja q = (a, a, ... a ). Portanto, ọ(a,) = a,. Mas, sendo disjuntos os ciclos 
dados, a, não pertence ao suporte de o e, portanto, o(a,) = a,. Como, porém, coq = e, 
então (coy)(a,) = a,. Mas (coqy)(a,) = (o)(p(a,)) = o(a,) = a,. Logo, a, = a,. Esse ra- 
ciocínio, estendido a todos os elementos do suporte de «q, levará à conclusão de que 
a =a, =.. = a, e, portanto, de que q é a permutação idêntica. Como, por hipótese, 
cop=€eeqp=e, pelo que acabamos de provar, então o = e. 


149. Sejam 6, p E S, Prove que 6 = sgn (poco). 


Exercícios complementares 


C7. Seja o um ciclo de comprimento r. Se r é ímpar, mostre que o? também é um ciclo. 


C8. Seo=(1 2... n)e1<r<n, mostre que 


(1 Z m ç n-r+1 n-r+2 . n-1 n 
o \r+1 r+2 n 1 2 ao pesto rf 
C9. Mostre que em S „ se o comuta com a permutação circular (ciclo) t= (1 2 .. n), 


então © = t! com i E Z. 


eecococococococoooooocococoooooocococooooosooooooosocoooocoocooooocoooooooooooocooocooooocoooooooocooooooooocooocoooooooooooooooo 


Precursores da 
álgebra moderna m—— 


FRANÇOIS VIETE (1540-1603) 


A despeito de seus muitos frutos positivos, a Reforma Protestante, iniciada em 1517 por 
Martinho Lutero (1483-1546), provocou uma série de conflitos entre religiosos na Europa. 
Por exemplo, uma sanguinária guerra civil na França, que se estendeu de 1562 a 1589, entre 
católicos e huguenotes, como eram chamados os protestantes no país. Estes, aliás, embora 
minoritários, contavam entre seus seguidores com um número significativo de membros das 
classes financeira e intelectual. 

Um dos grandes intelectuais huguenotes franceses da época foi François Viête (1540-1603), 
natural de Fontenay-le-Comte, sem dúvida o mais importante matemático francês do século 
XVI. Depois de graduar-se em Direito na Universidade de Poitiers, exerceu a advocacia em sua 
cidade natal por quatro anos. Em seguida, passou a trabalhar para Jean de Parthenay, um 
eminente militante da causa huguenote. Entre suas atribuições incluía-se a função de 
preceptor de Catarina, filha de Jean. Viête escreveu várias obras dedicadas a sua pupila, inclu- 
sive sua mais importante obra matemática (1591). Quando Jean morreu, Viête tornou-se se- 
cretário da viúva, a quem acompanhou, quando esta se mudou com a filha para La Rochelle, 
cidade protestante. 

Certamente por méritos, Viête veio a ser escolhido para o Conselho do rei Henrique III, 
embora este fosse católico. Mas, como o herdeiro do trono era o huguenote Henrique de Na- 
varra, já que Henrique III não tinha filhos nem irmãos, os atritos cada vez mais intensos na 
corte, com o passar do tempo, produzidos pela incerteza quanto ao futuro, forçaram Viête a 
se afastar do Conselho. Ótimo para a matemática, pois boa parte das contribuições de Viête a 
essa ciência foram dadas nesses anos de dedicação mais intensa à pesquisa. 

Mas Viête voltou ao Conselho com Henrique IV, cuja ascensão ao trono foi cercada de muita 
dificuldade, ainda mais porque o poderoso rei Filipe II, da Espanha, pleiteava a honra para sua 
filha, sobrinha de Henrique III. Mas Henrique de Navarra acabou por se converter ao catoli- 
cismo, assumiu o trono e foi considerado um dos grandes reis da França. Deve-se a ele ainda 
o Edito de Nantes (1598) que restaurou, consideravelmente, a liberdade religiosa no país. 
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Algumas passagens curiosas da vida de Viête enriquecem sua biografia. Conta-se, por 
exemplo, que o embaixador dos Países Baixos, Adrianus Romanus (1561-1615), teria provo- 
cado o rei Henrique IV insinuando que nenhum matemático francês seria capaz de resolver 
a assustadora equação 


x“ — 45x® + 945x“ - 12300x? +... - 3795x? + 45x = A, 


= l2 I5 h7 [45 
416 8 Y 64 


Mas o rei recorreu a Viête, que não demorou a descobrir a chave da resolução (na trigo- 


em que: 


nometria) e, em consequência, encontrar as 23 raízes positivas da equação. Viête, retratando 
um ponto fraco da matemática na época, costumava ignorar os números negativos. Por isso 
desconsiderou as raízes restantes. 

Em retribuição, Viête desafiou Romanus a resolver, com os instrumentos euclidianos 
(régua sem escalas e compasso) o problema de Apolônio dos três círculos, ou seja, “construir 
um círculo tangente a três círculos coplanares e disjuntos dados” Romanus não conseguiu e, 
quando viu a solução dada por Viête, ficou tão encantado que fez uma viagem à França para 
conhecer o prodigioso autor da solução. 

Outra façanha de Viête foi quebrar o código criptográfico usado por Filipe II, da Espa- 
nha, num conflito com a França. Constituído de cerca de 500 símbolos, permutados entre si 
com frequência, o código parecia indecifrável e estava dando vantagem à Espanha até a in- 
tervenção de Viête. Indignado, o rei da Espanha queixou-se ao Papa, alegando que os france- 
ses teriam usado magia, o que contrariava as leis da Igreja. 

Viête conhecia bem as obras dos algebristas do Renascimento, como Cardano, Tartaglia, 
Bombelli e Stevim. Mas o objetivo dessas basicamente se resumia a achar o valor da incógnita 
em equações com coeficientes numéricos dados, por processos verbais e raciocínio geomé- 
trico. Faltava à álgebra a generalidade que os geômetras já usavam para se referir, por exem- 
plo, a entes geométricos, desde Euclides. 

Quanto a isso, Viête observou que até então, no fundo, o objetivo da álgebra era resolver 
equações e que o procedimento usado em cada caso assemelhava-se ao que o matemático 
grego Pappus, do século IV, chamava de análise: ou seja, supor primeiro o problema resol- 
vido. Isso no caso da álgebra significa representar a incógnita por um símbolo e, depois, ir 
desfazendo as operações que envolvem este símbolo até determiná-lo. Por fim, testar o valor 
ou valores obtidos. Por exemplo, ir desfazendo as operações que envolvem x em ax + b = 0 
(a b € R, a + 0) significa tirar e depois dividir, ou seja, ax + b - b = 0 -b ou ax = -b. Depois 
ax/a = -b/a ou x = -b/a. Em sua obra In artem analytican isagoge (Introdução à arte analí- 
tica), de 1571, Viète salienta que o ponto fraco dos antigos analistas (ou “analistas”) residia 
no fato de raciocinarem e argumentarem com números, o que ele chamava de logistica nume- 
rosa. O que deveria ser feito, salientava ele, era criar uma nova logística, a que chamou de 
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logistica speciosa, para operar mais genericamente com símbolos, não apenas com números 
e segmentos de reta. 

E ele, a seu modo, criou a álgebra literal. Para isso, adotou a seguinte convenção: usar 
vogais maiúsculas de nosso alfabeto para denotar incógnitas e consoantes maiúsculas para 
denotar constantes. Por exemplo, se Viête usasse toda a nossa simbologia, uma equação do 
segundo grau poderia ter sido escrita por ele assim: BA? + CA + D = 0, onde A é a incógnita. 
A notação atual, em que as primeiras letras minúsculas indicam parâmetros, x (ou y) a incóg- 
nita, e expoentes, como em axé + bx + c = 0, foi introduzida por René Descartes em sua obra 
La géométrie (1637). 


Anéis e corpos »————— 


O 
5 
= 
o 
© 

© 


222 Álgebra moderna 


5.1 ANÉIS 


5.1.1 Nota histórica 


Um aspecto que chama a atenção na história da álgebra é seu desenvolvimento tardio 
no que se refere à organização lógica e axiomatização. Considerando-se que a geometria já 
recebera uma axiomatização nos Elementos, de Euclides (c. 300 a.C.), o fato de datar do sé- 
culo XIX a primeira tentativa feita nesse sentido para a álgebra põe em relevo dificuldades 
teóricas de grande porte. Além do mais, a obra em que aparece a primeira tentativa de axio- 
matização da álgebra, do inglês Benjamin Peacock (1791-1858), publicada em 1830, em 
pouco tempo foi totalmente superada. 

Pouco depois disso, o irlandês William R. Hamilton (1805-1865) engajou-se na tarefa 
de criar um sistema numérico que desempenhasse no espaço tridimensional o mesmo papel, 
algebricamente falando, que o sistema dos números complexos desempenha no espaço bidi- 
mensional (o plano). Inicialmente o matemático imaginou que esses novos números seriam 
do tipo a + bi + cj (com 2 = j? = -1). Mas em 1843, depois de mais de dez anos de pesquisas, 
descobriu que eles tinham de ser do tipo a + bi + cj + dk (com ? = j? = k? = -1) e que teria de 
abrir mão da comutatividade da multiplicação. A criação desses novos números, os quater- 
nions, mostrou que as leis clássicas da álgebra (como a comutatividade) podem não ser 
aplicáveis a certos casos. O trabalho de Hamilton e outros matemáticos colaborou, já no 
século XIX, para a criação de inúmeras “estruturas algébricas” novas, entre as quais as de 
“corpo” e de “anel”. 

Na verdade, o embrião da ideia de corpo já aparecera nos anos 1820, nos trabalhos so- 
bre equações algébricas do norueguês N. H. Abel (1802-1829). Abel entendia por corpo uma 
coleção de números fechada para a adição, subtração, multiplicação e divisão (salvo no caso 
de divisor igual a zero). Mas a ideia de corpo só se tornaria explícita quando o alemão R. 
Dedekind (1831-1916) introduziu os corpos de números de grau finito como base para o 
estudo dos números algébricos. 

Um número complexo se diz algébrico se é raiz de um polinômio com coeficientes racio- 
nais. Por exemplo, 2/2 é algébrico, pois é raiz de p(x) = 2x? - 1. Um número complexo que 
não é algébrico se diz transcendente. Os exemplos mais notáveis de números transcendentes 
são T e e. Demonstra-se que, se « e B são algébricos, também o são a + B, aß e a/ß (se B +0) 
e, portanto, o sistema dos números algébricos é um corpo, segundo a ideia de Abel. Porém, o 
primeiro matemático a dar uma definição abstrata de corpo foi H. Weber (1842-1913), num 
artigo de 1893. 

Essas pesquisas levaram naturalmente à ideia de inteiro algébrico. Um número com- 
plexo se diz inteiro algébrico se é raiz de um polinômio cujo coeficiente do termo de maior 
grau é 1 e os demais são números inteiros. Por exemplo, o número ií é um inteiro algébrico, 
pois é raiz de p(x) = x? + 1. Demonstra-se que, se « e f são inteiros algébricos, então a + B e aß 
também o são. Mas «/f não é necessariamente inteiro algébrico, mesmo quando ß + 0. 
Nessas propriedades, compartilhadas pelo sistema dos números inteiros, inspira-se a definição 


Capítulo 5 Anéis e corpos 223 


de anel. Mas a primeira definição abstrata de anel (ver 5.1.2.1) só seria dada em 1914 
pelo alemão A. Fraenkel (1891-1965), embora o nome anel já tivesse sido introduzido por 
D. Hilbert (1852- 1943) perto do final do século XIX. 


5.1.2 Anéis e subanéis 
5.1.2.1 Conceito de anel 


Definição 1 - Um sistema matemático constituído de um conjunto não vazio 4 e um par 
de operações sobre A, respectivamente uma adição (x, y) » x + y e uma multiplicação 
(x, y) > xy (oux- y), é chamado anel se: 


i) (4, +) é um grupo abeliano, ou seja: 


a) sea, b,c EA, então a + (b + c) = (a + b) + c (associatividade); 

b) sea, b EA, então a + b = b + a (comutatividade); 

c) existe um elemento 0, € A tal que, qualquer que seja a E€ A, a + 0, = a (existência 
de elemento neutro); 

d) qualquer que seja a E 4, existe um elemento em A, indicado genericamente por 
-a, tal que a + (-a) = 0, (existência de opostos). 


ii) A multiplicação goza da propriedade associativa, isto é: 
se a, b, c E A, então a(bc) = (ab)c. 
iii) A multiplicação é distributiva em relação à adição, vale dizer: 
se a, b, c E A, então a(b + c) = ab + ac e (a + b)c = ac + bc. 


Por uma questão de simplicidade de linguagem, poderemos identificar a adição do anel 
com o símbolo + e a multiplicação com um ponto. E, quando não houver possibilidade de 
confusão, até esses símbolos poderão ser omitidos. Por exemplo, será comum usarmos 
expressões como “Seja (A, +, - ) um anel” ou mesmo “Seja A um anel” ou “Consideremos um 
anel A”. Naturalmente as duas últimas alternativas pressupõem que não haja confusão pos- 
sível quanto às operações subentendidas. Outra maneira simplificada de nos referirmos a um 
anel A será dizendo que “A tem uma estrutura de anel”, o que naturalmente também pressu- 
põe as operações já subentendidas. 


5.1.2.2 Propriedades imediatas de um anel 


Seja (A, +, * ) um anel. 
As propriedades aqui reunidas são consequências do fato de que a adição é uma opera- 
ção sobre A e de que (A, +) é um grupo aditivo abeliano. 


e O elemento neutro 0, é único. Esse elemento é chamado zero do anel e, quando não 
houver possibilidade de confusão, poderá ser indicado apenas pelo símbolo 0. 
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e Ooposto -a de um elemento A do anel é único. 

e Sea,a,...a EA,então-(a +a,+..+ta)=(-a)+(-a)+..+ (~a). (Observar que 
a comutatividade da adição foi usada.) 

e Sea EA, então -(-a) = a. 

e Sea+x=a +y, então x = y. Ou seja, todo elemento de A é regular para a adição. Ou, 
dito em outros termos, vale a lei do cancelamento da adição. 

e A equação a + x = b tem uma e uma só solução: o elemento b + (-a). 


e SeaeA,entãoa-0=0-a=0. 


Justificação 


0+a-0=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0 


(cancelando a 0) 


| 


0=a-0 


Analogamente demonstra-se que 0 » a = 0. 


e Sea, b EA, então a(-b) = (-a)b = -(ab). 


Justificação 


ab + [-(ab)]=0=a-0=alb+ (-b)] = ab + a(—b) 


(cancelando ab) 


—Lab) = a(—b) 


Analogamente demonstra-se que -(ab) = (-a)b. 


e Sea, b EA, então (-a) (-b) = ab. 


Justificação - Devido à propriedade anterior, (-a) (-b) = -[a(-b)]. Pelo mesmo motivo, a(-b) = 
-(ab). Portanto: 


(-a) (-b) = -[-(ab)] = ab. 


Definição 2 (diferenças em um anel) - Sejam a, b E A. Chama-se diferença entre a e be 
indica-se por a - b o elemento a + (-b) E A. Portanto, a - b = a + (-b). 
Se a, b, c E A, então a(b - c) = ab - ac e (a - b)c = ac - bc. 
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Justificação: a(b - c) = a[b + (=c)] = ab + a(-c). Como, porém, a(-c) = -ac, então: 
a(b - c) = ab + (-ac) = ab - ac 


Deixamos como exercício a demonstração de que (a - b)c = ac - bc. 


5.1.2.3 Alguns anéis importantes 


Anéis numéricos 
São os mais importantes. As operações são as usuais, cujas propriedades, como é bem 
conhecido, cumprem os axiomas da definição: 


e anel dos números inteiros: (Z, +,-); 

e anel dos números racionais: (Q, +,- ); 
e anel dos números reais: (IR, +, -); 

e anel dos números complexos: (C, +,-); 
e Anel das classes de resto módulo m. 


Para todo inteiro m > 1, é o conjunto Z, = (0, 1, 2,..., m - 1) em relação às operações 
assim definidas: 


a+b=a+rbea-b=ab. 


As propriedades dessas operações, estudadas no Capítulo 3, garantem que realmente 
se trata de anéis. Apenas lembramos que o zero desse anel é a classe O e que o oposto de um 
elemento q E Z „ é a classe m - a. 

Para simplificar, poderemos trabalhar eventualmente um conjunto Z „ sem usar os tra- 
ços sobre seus elementos. Ou seja, poderemos escrever simplesmente: 


Z,,=10,1,2,..,m- 1}. 
Mas, quando isso acontecer, deve-se lembrar que: 


a + b = resto da divisão de a + b por m 


ab = resto da divisão de ab por m. 
Por exemplo, no anel Z,,: 


9+11=8 e 9-11=3. 


Anéis de matrizes 
Entre os exemplos de grupos aditivos dados no capítulo precedente, figuravam os das 
matrizes m x n sobre Z, Q, R e C, todos comutativos. E, entre os grupos multiplicativos, os 
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grupos lineares de grau n, cujos elementos são as matrizes quadradas racionais, reais ou 
complexas invertíveis (determinante não nulo), nenhum deles comutativo, salvo no caso em 
quen=1. 

Como se trata agora de introduzir os anéis de matrizes, a partir desses grupos, e, por- 
tanto, as duas operações devem ser consideradas simultaneamente, então só interessam as 
matrizes quadradas. Lembrando as propriedades da adição e da multiplicação de matrizes 
quadradas e que da definição de anel não faz parte o axioma da existência de inversos, pode- 
mos concluir que, para qualquer inteiro n > 0, são anéis: 


(M (2), +*), (M (O), +*), (MR), +) (M (O), He) 


respectivamente anel das matrizes inteiras, racionais, reais e complexas, de ordem n. 

Pode-se ir mais longe, porém. Se A é um anel, não importa qual a natureza de seus ele- 
mentos, então pode-se construir o conjunto M (A) das matrizes n x n sobre A, para todo n > 1, 
de maneira análoga ao que é feito nos casos numéricos. E estender para essas matrizes a 
adição e a multiplicação do anel. No caso de (M,(Z,), +, + ), por exemplo, se 


então: 


w 

+ 

Q 

Il 
=| =l 
NI OI 

o 

w 

O 

II 


Não é difícil provar que (M (4), +, + ) também é um anel: o anel das matrizes sobre A de 
ordem n. 


Anéis de funções 
Seja A = Z7 = {f | f: Z > Z}. Se f, g € A, define-se a soma f + g e o produto de fg dessas 
funções da seguinte maneira: 


e f+g:Z—>Ze(f+g)(x) =f(x) + g(x), para todo x E Z; 
e fg: Z > Z e (fg)(x) = fŒ) g(x), para todo x E Z. 


Isso posto, pode-se mostrar que o terno constituído pelo conjunto A e as operações 
f,g)EAxA!=f+g EA (adição) e (f, g) E A x A > fg E A (multiplicação) é um anel: o anel 
das funções de Z em Z. Por brevidade, e até porque a dificuldade envolvida é pequena, nos 
deteremos na justificação de apenas dois dos axiomas da definição de anel. 
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O zero do anel, como seria de esperar, é a função 0,: Z > Z definida por O (x)= 0 
(número zero). De fato, (f + 0,)(x) = f(x) + 0,(x) = f(x) + 0 = f(x), qualquer que seja x E Z. 
Portanto, se f E A, então f + 0, = f. 

Provemos a propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição. Se f, g, h E A, 
então, qualquer que seja x €E Z: 


Vig + MIC) =f + 09] =f) + ACO] = 
= fI) + fh) = (9) 0) + Fh) = (fg + fh)(x). 


Portanto, f(g + h) = fg + fh. Analogamente se demonstra que (f + g)h = fh + gh. (Isso, 
aliás, seria desnecessário, observando-se que a multiplicação é comutativa.) 

Da mesma forma introduzem-se os anéis QĦ, R? e C®. De modo geral, se A é um anel e X 
é um conjunto não vazio, então se pode transformar 4* em anel, definindo-se adição e multi- 
plicação de funções de X em A de maneira análoga ao que foi feito em Z7. 

Por exemplo, se X = (a, b} e A = Z, = (0, 1), então o anel A das aplicações de X em Z, 
é constituído de quatro elementos, as funções f, g, h, u, definidas respectivamente pelas 
seguintes relações: 


f(a) = 0 e f(b) = 0; g(a) = 1 e g(b) = 1; h(a) = 0 e h(b) = 1 e u(a) = 1 e u(b) = 0. 


A título de ilustração, ressaltemos o seguinte: 


e o zero desse anel é a aplicação f; 

e -g =g, pois (g + g)(x) = g(x) + g(x) = 1 + 1 = 0 e, portanto, g + g = f (zero do anel); 
e -h =h (raciocínio análogo); 

e -u = u (raciocínio análogo). 


Produtos diretos 

Sejam A e B anéis e consideremos o produto cartesiano A x B. Há uma maneira, por assim 
dizer, natural de transformar esse produto em um anel, que é definindo-se a adição e a mul- 
tiplicação componente a componente. Ou seja: 


(a, b,) + (a, b,) E (a, ta, b, ii b,) 


(a,b)-(a,b)=(a,a, b,b,). 


A verificação de que efetivamente (A x B, +, - ) é um anel é rotineira. Por exemplo, o zero 
do anel A x B é o par (0, 0,), em que 0, é o zero de A e 0, é o zero de B, pois (a, b) + (0,0,) = 
= (a + 0, b + 0,)= (a b). Segue, como exemplo, a demonstração da associatividade da 
multiplicação: 


[(a, b,)(a, boia, b;) = (a,a, b,b,)(a, b,) = ((a,a,)a, (b,b,)b,) = 
=(a (a,a,), b (b,b,)) = (a, b,)(a,a, b,b.) = (a, b)I(a, ba, bo]. 
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Notar que na passagem * usou-se a associatividade em A e B; nas demais, a definição de 
produto. 


Anéis finitos 

Um anel (A, +, - ) em que o conjunto A é finito chama-se anel finito. Os anéis Z „ (m > 1) 
são exemplos importantes de anéis finitos. Também são finitos os anéis 4”, sempre que A é 
um anel finito e M um conjunto finito. Neste caso, se a indica o número de elementos de 4 e 
m o número de elementos de M, então 4” tem a” elementos. 

Se A é um anel finito, as tábuas da adição e da multiplicação podem ser instrumentos 
úteis para visualizar algumas de suas características. Como exemplo, vamos construir as tá- 
buas do anel Z, = (0,1, 2,3): 


A tábua da multiplicação revela que esse anel não segue totalmente as leis clássicas da 
álgebra. Notemos, por exemplo, o seguinte: 


e 2-2 = 0 (zero do anel) sem que nenhum dos fatores sejam iguais a 0; 
e 2:1=2-3 enão é possível cancelar o 2, mesmo se tratando de um elemento diferente 
do zero do anel. 


5.1.2.4 Subanéis 


Definição 3 - Sejam (A, +, +) um anel e L um subconjunto não vazio de A. Diz-se que L é 
um subanel de A se: 


e L é fechado para as operações que dotam o conjunto A da estrutura de anel; 
e (L,+,:) também é um anel. (Naturalmente a adição e a multiplicação consideradas 
são as mesmas de 4, porém restritas aos elementos de L.) 


| Exemplo 1 Considerando-se as operações usuais sobre os conjuntos numéricos: Z é subanel de 
Q, R e C; Q é subanel de Re C; R é subanel de C. 


CAIME M/Z é subanel de M (Q), M (R) e M (C); M (Q) é subanel de M (R) e M (C); M, (R) 
é subanel de M (0). 


Proposição 1 - Sejam A um anel e L um subconjunto não vazio de A. Então L é um 
subanel de A se, e somente, se a - b, ab E L, sempre que a, b E L. 
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Demonstração 

(>) Seja L um subanel de A. Da definição decorre que L é um subgrupo do grupo abeliano A. 
Portanto, a - b E€ L sempre que a, b E L. Completando, a própria definição impõe que ab E L sempre 
quea, bEL. 

(-) Por hipótese, se a, b E L, então a - b E L. Isso prova que L é um subgrupo do grupo aditivo 
A (proposição 1, Capítulo 4). Por outro lado, considerando-se que, por hipótese, L é fechado para 
a multiplicação: 


* sea, b,c EL, então a, b, c E Ae, portanto, a(bc) = (ab)c, o que demonstra a associatividade da 
multiplicação em L; 

* sea, b,c EL, então a, b, c E Ae, portanto, a(b+c)=ab+ace (a + b)c = ac + bc, o que demons- 
tra que, em L, a multiplicação é distributiva em relação à adição. 


Lembremos o seguinte: (i) se 4 é um anel, então A é um grupo aditivo; (ii) um subcon- 
junto não vazio de um grupo aditivo é um subgrupo desse grupo se, e somente se, é fechado 
para a subtração. Então a proposição anterior pode ser formulada nos seguintes termos: 

“Sejam A um anel e L um subconjunto não vazio de A. Então L é um subanel de A se, e 
somente se, L é um subgrupo do grupo aditivo (A, +) e ab E L, quaisquer que sejam os ele- 
mentos a, b E€ L?” 


Exemplo 3 L= {a + bv2 |a, b € R}. L é um subanel de R, pois, se a + bV2, c + dv2 EL, então: 


(a + bV2) - (c + d2) = (a - c) + (c - d2 EL; 
(a + bv2)(c + d2) = (ac + 2bd) + (ad + bo)v2 EL. 


Esse subanel de R costuma ser denotado por Z [v2]. 


Exemplo 4 Consideremos o anel A = R? das funções reais de uma variável real. 


Seja L= {f € A | f(1) = 0}. L é um subanel de A, porque não é um conjunto vazio (a função h: R > R, 
definida por h(x) =x - 1, por exemplo, pertence a L) e, se f, g E L, então: 


C-gJ0)= f0) -g0=0-0=0 


CD = fMg0=0:0=0, 
o que significa que f - g, fg E L. 


| Exemplo 5 g Seja L um subconjunto não vazio de Z. Então L é subanel de Z (operações usuais) se, 
e somente se, L é um subgrupo do grupo aditivo Z. 


A própria definição de subanel garante, como já ressaltamos na demonstração da proposição 1, que, se 
L é um subanel de Z, então L é um subgrupo de Z. 
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Reciprocamente, seja L um subgrupo do grupo aditivo Z. Mas, como já vimos, L é cíclico, pelo fato 
de Z ser um grupo aditivo cíclico. Então L = [a] = (0, ta, +2a, ...) para algum a E L. Isso posto, se x, y EL, 
então x= sa e y = ta, para convenientes inteiros se te, portanto, x - y = (s - Dae L e xy = (sta)a E L. 
A Proposição 1 nos garante, então, que L é subanel de Z. 

Esse resultado, visto por outro ângulo, diz o seguinte: L é subanel de Z se, e somente se, existe n E€ L 
tal que L= (0, +n, +2n, ...). Na teoria dos anéis, o conjunto dos múltiplos inteiros de um elemento n € Z 
às vezes é indicado por nZ. 


5.2 TIPOS DE ANÉIS 


A definição de anel é bastante aberta no que se refere à multiplicação. Por exemplo, há 
anéis que possuem elemento neutro para a multiplicação e outros que não. O anel Z, por 
exemplo, possui elemento neutro para a multiplicação: o número 1. Já o anel 27 = (0, +2, +4,...) 
(que é um subanel de Z), não. 

Da mesma forma, há anéis cuja multiplicação é comutativa e outros em que isso não 
acontece. Por exemplo, a multiplicação do anel dos inteiros goza da propriedade comutativa. 
Mas, no anel M (R), por exemplo, isso não acontece, salvo quando n = 1. E há outros aspectos 
em relação aos quais os anéis podem ser subdivididos. Um dos objetivos em vista agora é 
explorar toda essa abertura propiciada pelos axiomas referentes à multiplicação. 


5.2.1 Anéis comutativos 


Definição 4 - Seja 4 um anel. Se a multiplicação de 4 goza da propriedade comutativa, 
isto é, se 


ab = ba 


para quaisquer a, b E A, então se diz que A é um anel comutativo. 
Exemplo 6 Os anéis Z, Q, R e C cuja multiplicação é sabidamente comutativa. 


Exemplo 7 Os anéis Z, das classes de resto, módulo m. De fato, se a, b € Z w então ab = ba 
(multiplicação módulo m), pois o resto da divisão de ab por m é igual ao resto da divisão de ba por m. 


Os anéis de funções A*, sempre que A é um anel comutativo. 
Realmente, se f, g E A* e se x é um elemento genérico de X, então: 

CDA = FAIN JWS = NW. 
Portanto, fg = gf. 


Notar que nas passagens assinaladas com * usamos a definição de produto de funções e na passagem 
assinalada com ** a comutatividade da multiplicação em A. 
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Contraexemplo 1: Não são comutativos os anéis M (A), em que A indica Z, Q, R ou C, sen > 1. 
De fato, como já vimos (item 4.1.5, Capítulo 4), se n> 1 e 


então AB + BA. 


5.2.2 Anéis com unidade 


Definição 5 - Seja A um anel. Se A conta com elemento neutro para a multiplicação, isto 
é, se existe um elemento 1, E 4,1,+0, tal que 


qualquer que seja a € A, então se diz que 1, é a unidade de A e que A é um anel com unidade. 
Quando não houver possibilidade de confusão, poderemos indicar a unidade simplesmente 
pelo símbolo 1. 


Os anéis Z, Q, R e C cuja unidade é o número 1. 


ZOW" Os anéis Z das classes de resto módulo m. A unidade é a classe A pois a:l=a-l=a 
e Z, é comutativo. 


EE Os anéis M (A), em que A é um dos anéis Z, Q, R ou C. A unidade é a matriz 


O c 0 
01 0 
00... 1 


| Exemplo 12 § Se A é um anel com unidade, então a aplicação constante u: X > A, uœ) =1, éa 
unidade do anel A*. De fato, para qualquer f € A* e qualquer xe X: (f- Uw = (WuW = fX) - 1;,= f09. 
Portanto, f - u = f. Analogamente se demonstra que u - f = f. Isso mostra que, se A é um anel com 
unidade, o mesmo ocorre com A*, qualquer que seja o conjunto X+ Ø. 


Contraexemplo 2: Os anéis nZ não possuem unidade quando n + 1. Consideremos, por exemplo, o caso 
em que n=2, ou seja, consideremos o anel 27 = (0, +2, +4, ...}. A unidade, se existisse, seria um número 
par 2x, tal que a - (2x) = a, para todo a € 27. Mas isso implica 2x, = 1, igualdade impossível em 27. 


Definição 6 (potências em um anel) - Seja 4 um anel com unidade. Sea E A en é um 
número natural, define-se a” (potência n-ésima de 4) por recorrência da seguinte maneira: 


0 — +1 — 
qº=1,ea"! =a"a (sempre que n > 0). 
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Proposição 2 - Seja A um anel com unidade. Se a E€ A e m, n são números naturais, então: 
Haed = a” *"; (ii) (a”)" = am”. 


Demonstração 
a) (Por indução sobre n) 
Se n = 0, então a”a’ = a™ » 1, = a™ = a”*. Portanto, a propriedade vale para n = 0. 
Seja r 2 0 um número natural e suponhamos a”a” = a™", Então: 


a”a™*! + a” (a'a) E (a"a)a = Gaa ES alm++1, 
Portanto, se a propriedade vale para r 2 0, vale também para r + 1. De onde, pelo primeiro 
princípio de indução, vale para todo n 2 0. 


Observar que nas passagens assinaladas com * usamos a definição; na passagem assinalada com 
**, a associatividade da multiplicação; e na passagem assinalada com +x, a hipótese de indução. 


b) (Por indução sobre n) 

Se n = 0, então (a”)º=1,=aº=a”:º. Portanto, a propriedade vale para n = 0. 
Seja r 2 0 um número natural e suponhamos (a”)" = a™. 

Então: 


Caoa ES (aag E aa” = qmrem EA arD, 
Portanto, se a propriedade vale para r > 0, vale também para r + 1. De onde, pelo primeiro 
princípio de indução, vale para todo n > 0. 


Observar que na passagem * usamos a definição; na ** a hipótese de indução; e na *** a pro- 
priedade anterior. 


Seja 4 um anel com unidade e L um subanel de 4. As seguintes possibilidades podem 
ocorrer: 


e L possui unidade e essa unidade é a mesma de A. É o que ocorre, por exemplo, com o 
anel Z dos inteiros como subanel do anel Q dos números racionais. O número 1 é a 
unidade de ambos; 

e L não possui unidade, mesmo A sendo um anel com unidade. Por exemplo, 27 como 
subanel de Z; 

e LeAsão anéis com unidade, mas as unidades são diferentes. Deixamos como exercí- 
cio a verificação de que isso acontece, por exemplo, com o anel M (IR) e o subanel L 
constituído pelas matrizes do tipo 


enquanto a unidade de M (R) é 


ho VhadeLé (verificar). 
0 1 0 0 
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e Nem L e nem 4 possuem unidade. 
Isso ocorre, por exemplo, com 47 = (0, +4, +8, ...} como subanel de 27 = (0, +2, +4, ...); 
e A não é um anel com unidade, mas L possui unidade. É o caso, por exemplo, do anel 


A=27 x Z (produto direto), que não possui unidade, e de L = (0) x Z, que é subanel de 
A e cuja unidade é o par (0, 1). (Sugerimos, como exercício, a verificação desses fatos.) 


Definição 7 - Sejam A um anel e L um subanel de A, ambos com unidade. Se 1, = 1, 
diz-se que L é um subanel unitário de A. 


SGUS" Se / é um subanel do anel R dos número reais e L possui unidade, então essa unidade 
é a mesma de R, ou seja, é o número real 1. 


Seja 1, a unidade de L. Então: 


1-1 51 1.1 


L L L E 
Cancelando-se 1, na igualdade 1,-1,=1-1,, obtém-se 1,=1. 
Notar que na passagem assinalada com * usamos o fato de que 1, E L e que 1, é a unidade de L e na 


passagem assinalada com **, que 1, E R (pois L c R) e 1 é a unidade de R. O estudante deverá notar 
que o raciocínio usado neste caso para R pode ser empregado para Z, Q ou C. 


5.2.3 Anéis comutativos com unidade 


Definição 8 - Um anel cuja multiplicação é comutativa e que possui unidade se chama 
anel comutativo com unidade. 


Os anéis numéricos Z, Q, Re C. 


| Exemplo 15 ha Se A é um anel comutativo com unidade, o mesmo se pode dizer de AX, qualquer que 
seja o conjunto X + Ø. (Ver exemplos 8 e 12.) 


5.2.4 Anéis de integridade 


Consideremos o anel dos inteiros Z e o anel Z7 das funções de Z em Z. Embora ambos, 
como já vimos, sejam anéis comutativos com unidade, eles diferem num ponto muito impor- 
tante. Isso porque, enquanto no primeiro vale a lei do anulamento do produto, ou seja: 


“Se a, b E Z e ab = 0, então a = 0 ou b = 0”, 
no segundo isso não acontece. De fato, consideremos as funções f, g: Z > Z definidas da se- 


guinte maneira: 


f(0) = 1 e f(x) = 0, sempre que x + 0; 
g(0) = 0 e g(x) = 1, sempre que x + 0. 
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Pela própria maneira como foram definidas, f e g são diferentes do zero do anel (que é 
a função constante 0). Não obstante, fg é o zero do anel, pois: 


Ca) (0) = f(0)g(0) = 1-0 =0. 


e, sex + O: 
We =fl)gl)=0-1=0. 


Portanto, no anel Z7 não se verifica a lei do anulamento do produto. Essas duas possibi- 
lidades abrem espaço para a definição que segue. 


Definição 9 - Seja A um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale a lei do 
anulamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo 


em que a, b E 4, só for possível para 
a=0,ou b= 0; 


então se diz que 4 é um anel de integridade ou domínio. A forma contrapositiva dessa condi- 
ção é a seguinte: sea, b E A, a + 0 e b + 0, então ab + 0. 


SGL" Todos os anéis numéricos, Z, Q, R e C, são anéis de integridade. 


Consideremos o anel de integridade Z e um conjunto unitário X= {a} e mostremos que 
A = Z* é um anel de integridade. Que se trata de um anel comutativo com unidade, já vimos. Ademais, 
como os elementos de A são as aplicações f; X> Z, definidas por fil)=n(ne Z), então o zero desse 
anel é a aplicação f,. 

Como (f,- f)(a) = f(a)f (a) = rs = f (a), então f - f= f Assim, se f+ f, e f, + fy Ou seja, r+ 0 e 
s + 0, então f, + O, uma vez que rs + 0. 

No entanto, se X possuir mais do que um elemento, então A = Z* não é um anel de integridade. 
Sugerimos ao estudante provar esse fato. Para mostrar que não vale a lei do anulamento do produto 
em A, o raciocínio é o mesmo usado para o anel Z7. 


Consideremos um anel comutativo A em que não se verifica a lei do anulamento do produto. 
Isso significa que no anel há pelo menos um par de elementos a, b + 0, (eventualmente esses 
elementos são iguais) tais que ab = 0,. Quando isso se verifica, diz-se que a e b são divisores pró- 
prios do zero do anel. Portanto, um anel de integridade pode ser definido como um anel comuta- 
tivo com unidade que não possui divisores próprios do zero. Ou, ainda, como um anel comutativo 
com unidade cujo conjunto dos elementos diferentes do zero é fechado para a multiplicação. 


E GuylAE]* Sem>1 é um inteiro composto, então sempre há divisores próprios do zero no anel Z 
De fato, neste caso existem inteiros a e b tais que 1 < a, b < m e m = ab. Portanto, a, bEZ, a b+0e 
a+ b= ab = m=0. No anel Z, por exemplo, o único divisor próprio do zero é o 2 (observar que 2 : 2=4=0). 
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Proposição 3 - Um anel de classes de restos Z, é anel de integridade se, e somente se, 
m é um número primo. 


Demonstração 

(>) Se m fosse composto, então ZA possuiria divisores próprios do zero, como já se mostrou 
no exemplo 18. Mas isso contraria a hipótese. 

(-) Como já sabemos, Z é um anel comutativo com unidade, qualquer que seja m > 1. 
Suponhamos, com a hipótese feita, que a-b=ab=0, para algum par de elementos a,b E ZÉ Daí, 
ab = mq (com q E Z) e, portanto, m | ab. Mas, como m é primo, por hipótese, então m | a ou m | b. 
Mas essas relações, em termos de classes de equivalência, se traduzem por a=00ub=0.0u seja, sem 
é primo, então Z não possui divisores próprios do zero e consequentemente é um anel de integridade. 


Proposição 4 - Seja A um anel comutativo com unidade A. Então A é um anel de integri- 
dade se, e somente se, todo elemento não nulo de A é regular para a multiplicação. (Lembre- 
mos que ser regular significa obedecer à lei do cancelamento.) 


Demonstração 

(>) Sejam a, b, c E A, a + 0, e suponhamos ab = ac. Daí, ab - ac = 0 e, portanto, a(b - c) = 0. Como 
A, por ser um anel de integridade, não possui divisores próprios do zero, então b - c = 0, e, por- 
tanto, b = c. Isso mostra que a é regular para a multiplicação. 

(-) Temos de provar apenas que não há divisores próprios do zero em 4. Para isso, indique- 
mos por a um suposto divisor próprio do zero de A. Então a + 0 e ab = 0 para algum b E A, b + 0. 
Mas, como 0 = a - 0, então ab = a - 0. A hipótese de que a é regular, e que, portanto, pode ser can- 
celado nessa igualdade, nos obriga a concluir que b = 0, o que não é possível. De onde, efetivamente 
não há divisores próprios do zero em 4. 


5.3 CORPOS 


Lembremos primeiro que a unidade e o zero de um anel com unidade são elementos 
diferentes (Definição 5). Portanto, num anel com unidade, as equações O .x=1 ex-0=1 
não têm solução. Ou seja, o zero de um anel com unidade, qualquer que seja ele, não tem si- 
métrico multiplicativo (inverso). Por outro lado, como 1-1 = 1 e (-1)(-1) = 1, a unidade de 
um anel com unidade e seu oposto sempre têm simétrico multiplicativo. No que segue, ado- 
taremos a notação U(A) para indicar os elementos de um anel que têm inverso, elementos 
esses que serão chamados de invertíveis. Como vimos, U(A4) nunca é vazio, mas também 
nunca inclui o zero. 

Ocorre que há certos anéis comutativos com unidade em que só o zero não é invertível. 
É o caso, por exemplo, dos anéis Q, R e C. E anéis em que, além do zero, há outros elementos 
não invertíveis, como, por exemplo, o anel Z dos números inteiros. Na verdade, U(Z) = {-1, +1}. 
A definição que segue diz respeito à primeira dessas possibilidades. 
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Definição 10 - Seja K um anel comutativo com unidade. Se U(K) = K* = K - {0}, então K 
recebe o nome de corpo. 


SGE" Os anéis numéricos Q, R e C são corpos. 


Contraexemplo 3: O anel A = R$ das funções reais de uma variável real não é um corpo. Para provar 
esse fato, lembremos que a unidade desse anel é a função u: R > R, definida por u(xy) = 1, qualquer que 
seja x € R. Isso posto, consideremos a função f: R > R assim definida: f(0) = 0 e f(x) = 5, sempre que 
x + 0. Por não ser a função constante 0, f não é o zero do anel R*. E como, qualquer que seja a função 
g: R> R: 


CDO) = f0) g0) = 0 - g0) = 0. 


Então fg + u. Ou seja, f não é invertível. 


Proposição 5 - Todo corpo é um anel de integridade. 


Demonstração - Temos de provar apenas que num corpo vale a lei do anulamento do produto. 
Para isso, sejam K um corpo e a, b E K tais que ab = 0. Suponhamos, por exemplo, que a + 0 e que, 
portanto, a é invertível. Multiplicando-se os dois membros da igualdade ab = 0 por a: 


ar(ab)= ad 0=0: 


Porém, como a“ (ab) = b, então b = 0. 
Analogamente se demonstra que, se b + 0, então a = 0. Então um produto de dois fatores de K 
não pode ser nulo sem que um deles o seja, o que demonstra que K é um anel de integridade. 


A recíproca dessa proposição não é verdadeira. De fato, o anel Z, por exemplo, é um anel de 
integridade mas não é um corpo, pois U(Z) = (-1, +1). Mas numa situação muito especial essa 
recíproca vale, como veremos a seguir: quando o anel de integridade é finito. Para a demonstra- 
ção desse fato usaremos o seguinte resultado da teoria dos conjuntos: se um conjunto A é finito 
ef: A > A é uma aplicação injetora, então f é sobrejetora e, portanto, Im(f) = A. Diga-se de passa- 
gem que, embora esse resultado seja bastante intuitivo, sua demonstração não é nada imediata. 


Proposição 6 - Todo anel de integridade finito é um corpo. 


Demonstração - Seja A um anel de integridade formado de n elementos, digamos, A = (a, a,,...,a,). 
O artifício da demonstração, como já adiantamos, é descobrir uma conveniente aplicação injetora 
de A em A. E, para isso, usaremos o fato de que todo elemento de A - (0) é regular para a multipli- 
cação. Seja a um desses elementos e consideremos f: A > A assim definida: f(a) = aa, (i = 1,2,...,n). 

Se f(a) = Fla), então aa, = aa, e daí, cancelando-se a (o que é possível, pois a + 0 e A é um anel 
de integridade), a, = a Isso mostra que f é injetora e, portanto, como já observamos, que f é uma 
bijeção. Portanto: 


Im(f) = (aa, aa, ...,aa } = A. 
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Assim, a unidade do anel, que é um dos elementos a, pode ser escrita como 
1=aa, 


para algumr, 1 < r < n. Ou seja, a é invertível. Se todo elemento de A, diferente do zero, é inver- 
tível, então 4 é um corpo, como queríamos demonstrar. 


SGL" Se pé um número primo positivo, então Z, é um corpo. De fato, como já foi demons- 
trado (Proposição 3), neste caso Z, é um anel de integridade. E, como é finito, a Proposição 6 nos 
assegura que Z, é um corpo. 


Segue uma maneira equivalente, às vezes mais conveniente, de definir corpo. 


Definição 10’ - Um objeto matemático constituído de um conjunto não vazio K, uma 
adição e uma multiplicação sobre K recebe o nome de corpo se: (i) K é um grupo abeliano 
no que se refere à adição; (ii) indicando por 0, elemento neutro da adição, K* = K - (0,) é 
um grupo abeliano no que se refere à multiplicação; (iii) a multiplicação é distributiva em 
relação à adição. 

Na sequência, segue a justificação da equivalência entre as definições 10 e 10º. 

(Definição 10) > (Definição 10”) 

Por hipótese, K é um corpo, conforme a definição 10. Por conseguinte, (K, +) é um grupo 
abeliano. Por outro lado, como K é um anel de integridade (proposição 5), então K* = K - (0,) 
é fechado para a multiplicação. Além disso, 1, + 0, (definição) e, portanto, 1, E K*. E também, 
sea E K*, então a~ EK, poisaa!=1 « Quanto à associatividade e à comutatividade da mul- 
tiplicação, como valem em K valem também em qualquer parte fechada de K, em particular 
em K*. Portanto, (K*, : ) é um grupo abeliano. A distributividade da multiplicação em relação 
à adição vale por hipótese. 

(Definição 10") > (Definição 10) 

Neste caso, cumpre mostrar que a associatividade e a comutatividade da multiplicação, 
que, por hipótese, valem em K”, podem ser estendidas para K. Acontece que, tal como no item 
5.1.2.2 desta seção, com as hipóteses com que contamos, demonstra-se que a - 0,=0,:a=0, 
qualquer que seja a € K. Assim, por exemplo, dados a, b E K, se um dos fatores é igual a 0, então 
ab = 0, = ba e, portanto, a comutatividade da multiplicação, que vale em K”, por hipótese, vale 
também em K. Coisa análoga acontece com a associatividade da multiplicação: o fato de valer 
em K* implica que vale em K. Quanto à unidade, é o elemento neutro do grupo K* (Por quê?). 


Definição 11 (subcorpo) - Seja (K, +, + ) um corpo. Um subconjunto não vazio L c K é 
chamado subcorpo de K se é fechado para a adição e a multiplicação de Ke se L também tem 


uma estrutura de corpo (claro, para as operações de K, restritas aos elementos de L). 


Q é subcorpo de R que, por sua vez, é subcorpo de C. 
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Proposição 7 - Sejam K um corpo e L um subconjunto não vazio de K. Para que L seja 
um subcorpo de K é necessário e suficiente que: (i) 0,1 E L; (ii) se x, y E L, então x - y E L; 
(iii) se x, y E L e y + 0, então xy“ E L. 


Demonstração - Por brevidade, demonstraremos apenas a condição suficiente. Primeiro, obser- 
vemos que da hipótese decorre diretamente que L é um subgrupo do grupo aditivo K. Além disso, 
se x, y E L*, então x, y E L e y + 0 e, daí, x! E L, por hipótese. Mas, como x, y! + 0, e estamos num 
corpo, então xy E L*. Logo, L* é um subgrupo do grupo multiplicativo K*. Que a adição e a multipli- 
cação de K, quando restritas a L, são operações sobre esse conjunto decorre dessas conclusões e de 
que x» 0 = 0 » x = 0, qualquer que seja x E L. Ademais, como a distributividade da multiplicação em 
relação à adição, por valer em K, vale também em L, a definição 10’ garante que L tem estrutura de 
corpo para as restrições das operações de K a seus elementos. De onde, L é subcorpo de K. 


Provar que L = {a + bv2 | a, b € Q} é um subcorpo do corpo R dos números reais. 
i) 0=0+0-/2e1=1+0-v2;l0g00,1€L. 
ii) Sex y E L, então esses elementos podem ser postos assim: x= a + bV2 e y= c + dv2 (a, b, c, de Q). 
Logo, x - y= (a - c) + (b - d) V2. Como (a - c), (b - d) € Q, então x - y E L. 
iii) Sex yE Le y+ 0, então esses elementos podem ser representados assim: x= a + b V2 e y= c + dv2 
(a, b, c, d € Q, c + 0 ou d + 0). Então: 


a+b/2  (a+b/Dc-N2) _ (ac - 2bd) + (bc - ad?) 
c+aAN2 (c+ WDC- N) e - 2d? 


x = 


Como œ - 2d? + 0, pois, caso contrário, c/d = V2, o que é impossível, já que c, d E€ Q, então 


ac - 2bd é bc - ad 
œ - 2d? œ - 2d? 


são números racionais e, portanto, xy! E L. 


cocecoscese sessao 


Exercícios 


1. Prove que o conjunto Z dotado da adição usual e da multiplicação definida pora -b=0, : 
quaisquer que sejam a, b E Z, é um anel comutativo. 


2. Considere sobre Z as operações E e O definidas por 
aBb=a+b-1eaQO)b=a+b-ab. 


Mostre que (Q, €&, O) é um anel comutativo com unidade. 
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Considere sobre R as operações * e - definidas por 


axb=a+b-3ea-b=a+b- 


Mostre que (IR, +, -) é um anel comutativo com unidade. 


Considere as operações + e - definidas sobre Z x Z da seguinte maneira: 


(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) e (a, b)-(c d) = (ac, bd). 

Prove que (Z x Z, +, -) é um anel comutativo com unidade. 
Considere as seguintes operações em Z x Z: 

(a, b) * (c, d) = (a + c, b + d) e (a, b)-(c d) = (ac, ad + bc), 
respectivamente como “adição” e “multiplicação”. Mostre que (Z x Z, +, *) é um anel. : 
Qual o zero deste anel? É um anel comutativo? Tem unidade? Se tiver, qual é? É um : 
anel de integridade? 
Determine o conjunto dos elementos invertíveis dos anéis dos exercícios 2 e 3. Algum : 
deles tem estrutura de corpo? Justifique. 


Seja E um conjunto não vazio. Em P(E) (conjunto das partes de E) considere as opera- 
ções assim definidas: 


XAY=(XUYN-(XNY) e XoY=XnY 
Pode-se provar que (P(E), A, 0) é um anel comutativo com unidade. Isso posto: 
a) MostrequeXoX=XnX=X ou seja, X = X, qualquer que seja X E€ P(E). 
b) Mostre que o zero e a unidade desse anel são, respectivamente, Ø e E. 
c) Mostre que se A E P(E), então -A = A. 
d) Prove que a coleção dos subconjuntos finitos de E é um subanel de (P(E), A, 0). 
Resolução das partes (c) e (d): 
(c) De fato 
AAA=(AUA)-(ANA)=A-A-= 6 (zero do anel). 

(d) Sejam A e B subconjuntos finitos de E. Então 

A-B= (AU B)- (ANB). 
Como A U B é finito e A N B é um subconjunto de A U B, então A - B é finito. 
Determine quais dos conjuntos abaixo são subanéis: 
a) L= {a+ bvV5 |a, b EQ} do anel dos números reais; 
b) M= {a + bi |a E Z, b E 27) do corpo dos números complexos; 


a 0 0 0 
b 0 cd 


d) 2Z x 2Z do anel do exercício 4; 
e) Q do anel introduzido no exercício 3. 


o) S= la, beRjeT= |c,d E€ R} do anel M,(R); 


Quais deles têm unidade? 
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13. 


14 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Encontre todos os subanéis do anel Z.. 


Sugestão: Determine todos os subgrupos de (Z,,, +) (lembrar que (Z, +) é cíclico) e 


verifique quais deles são fechados para a multiplicação. 


ir 


Resolva a equação 3x + 2 = 6x + 7 no anel Z,. 
3x+2y=1 
4x +6y=2 

Resolva a seguinte equação do segundo grau com coeficientes no corpo Z,: x? -x +1=0 


Resolva o sistema de equações no anel Z. 


(portanto, os coeficientes são 1, -1 = 6 e 1). 


cococccocconccocesesosos 


Resolução: Observe primeiro que a fórmula que se usa correntemente para resolver : 


equações do segundo grau com coeficientes em R, pode ser usada no caso, porque : 


qualquer que seja a € Z%, 2a + 0. Então 


1 +vV(-1}-4-1-1 0 1+4/1-4 1+/4 1+2 
2 = 2 = 5 = 5 =3/2 0u 3. 


Como o inverso de 2 no anel é 4, então as raízes são 3 e 3 :4=5. 

Vale notar que, quando considerada sobre o corpo Z,, a equação não poderia ser resol- 
vida pelo mesmo método. Sugerimos ao estudante fazer a resolução com esta última 
hipótese, observando antes que a equação poderia então ser escrita como 


x? +x+1=0 (onde 1=T). 


Mas é óbvio que, por tentativa e erro, muito mais rapidamente se chegará à conclusão 
de que ela não tem raízes no seu corpo de coeficientes. Assim como, também, se pode- 
riam achar as raízes de x° - x + 1 sobre Z.. 


Prove que a interseção de dois ou mais subanéis de um anel A também é um subanel de 
A. Mostre com algum contraexemplo que o mesmo não vale para uma união de subanéis. 


Construa a tábua da multiplicação do anel de integridade cujo conjunto de elementos 
A = {a, b, c} admitindo-se que a seja o zero e b a unidade do anel e c o restante elemento. 


Construa a tábua da multiplicação de um corpo K = fu, e, a, b}, cujo número de elemen- 
tos é 4, sendo u o zero, e sua unidade e a e b os restantes elementos. 


Determine quais dos subconjuntos abaixo são subcorpos de R. 

a) A={a+bvV5 la be O) 

b) B=(x+yv2 IxyeZ) 

c) C=fa+bv2 +cv3 |a,b, ce O) 

d) D=(x+yV2 Ix ye Q) 

Seja p um número primo positivo qualquer. Prove que o único subcorpo de É é o pró- 
prio Zy 

Mostre que: 

a) K= {a + bi | a, b E Z} é um subanel de C, mas não é um subcorpo deste corpo. 

b) L= {a + bi | a, be Q} é um subcorpo de C. 


eecocococococoococoocococooooooo 
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19. Diz-se que uma matriz 2 x 2 sobre C é um quatérnio se é possível expressá-la da £ 


a+bi c+di) coma, b,c deR. 
-c+di a-bi 


seguinte maneira 


Em alusão a Hamilton, W. R. (1805-1865), o criador desses entes matemáticos 
(c. 1843), o conjunto dos quatérnios será representado aqui por H. 
a) Prove que H é um subanel de unitário M,(C). 


b) O quatérnio 


E da 
| éinvertível? 
i 1 


<) Dê um exemplo de dois quatérnios a e tais que af + fia. 
d) Fazendo-se 
| 1 i R f p | 0 1 
„i= Li= E 
0 1 0 -i -1 0 


mostre que todo quatérnio a pode ser representado da seguinte maneira: 


a= a1 + bi + cj + dk (notação usual dos quatérnios). 


20. Mostre que no anel dos quatérnios valem as seguintes relações: 
P=ĵp=k=-1 
21. Prove que se um elemento a de um anel com unidade A é invertível, então -a também 
é invertível. 


22. Mostre que o conjunto dos elementos invertíveis do anel Z, „ munido da multiplicação 
módulo 12, é um grupo isomorfo ao grupo de Klein de ordem 4. 

23. Seja A um anel em que xè = x qualquer que seja x € A (o exercício 7 apresenta um exem- 
plo deste tipo de anel). Prove que: (a) -x = x, Vx € A; (b) A é comutativo. 
Resolução: Como x + x= (x + x)? = (x + x)(x +x) =x +x? + +x? = x+ x+ x +x, então, 
por cancelamento, x + x = 0, Vx € A. 
Por outro lado, quaisquer que sejam x, y € A: 


(x+y) =x +y eye yè 


Levando-se em conta a conclusão anterior: 


X+yY=X+XY+YX+ y, 0U Xy + yX = 


Como, por outro lado, xy + xy = 0, então xy + xy = xy + yx, donde xy = yx. 
Os anéis em que todos os seus elementos gozam da propriedade xº = x são chamados 
anéis booleanos. 


e 


24. Seja A um anel comutativo. Prove que, qualquer que seja o número natural n > 0 e 
quaisquer que sejam a, b € A: 


(a+bJ=ar+ (aj aljoeatrs a (ojobra se 
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Em particular: 


(a— b)" = a" — 


j jeb + K jpe (Pb. 
1 2 


Sugestão: Raciocine por indução finita e ao fim use a fórmula de Stifel, ou seja, 


ny {n=l n-1 


„onden 2 2er<n. 


f r-1 
Considere o corpo finito Z (portanto p é um número primo positivo). Prove que, : 
p P p p p q : 
quaisquer que sejam a, b E€ Z, (a +b)” = a?” + b”. 
Resolução: Devido ao exercício anterior, 
2 2 
Pb + | P 
1 2 


(a +b)” =a” + ab +... + bP 


Ocorre que, qualquer que seja o número natural r, se 0 <r < p?, 


3 


(=) _ PP-De-rtD ay. P 


r r! f 


j=» (P-1)... (P -r+ 1). 


Como p é divisor do primeiro membro da última igualdade, mas não é divisor de r!, : 
2 


p 2 
então | 
r 


É x=0,VxeZ (I<r<p'-1)e, : 


=p-q para algum inteiro positivo q. Logo 
então, (a + b)? = a?” + b?”, 


Verdadeiro ou falso: existem infinitos subcorpos do corpo R dos números reais. : 
Justifique. : 
Chama-se comutador de dois elemento x e y de um anel A, o seguinte elemento de A: £ 
f(x y) = xy - yx. Prove que: ; 
a) xy = yx se e somente se f(x, y) = 0, 

b) f y) = — fly, x). 

o) Fx Fv z2) + FO, CE x))) +f Fy) = 0, (Identidade de Jacobi). 

Chama-se centro de um anel A o seguinte subconjunto de 4: C(A) = {x E€ A | xa = ax, Va E : 
A}. Prove que C(A) é um subanel de A. Se A é comutativo, determine C(A). 


Verdadeiro ou falso: Se A é um anel de integridade e L é um subanel de A, pode ocorrer ; 
de L não possuir divisores próprios do zero. Justifique. 


Prove detalhadamente o seguinte: 

a) Se 4 é um anel de integridade, a € A ea? = 1 (unidade de A), então a = 1 ou a = -1. : 

b) SeA é um anel com unidade booliano, então, A é um anel de integridade se e somente : 
se A = {1, -1}. 
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©) Sexé um elemento de um anel de integridade e x = x, prove que x = 1 (unidade de : 
A)oux=0. : 


31. Seja A um anel comutativo com unidade. Mostre que se a € A é um divisor próprio do 
zero, então a não é invertível. ; 

32. Prove que os únicos subcorpos do corpo Q(i) = {a + bi | a, b € Q} são Q e Q(i). 

33. Seja L um subconjunto não vazio de um anel finito A. Prove que L é um subanel de Ase £ 
e somente se L é fechado para a adição e a multiplicação de A. : 


34. Sejam a e b elementos de um anel. Se ab é um divisor próprio do zero, prove que um 
dos fatores também o é. 


35. Seja K um corpo finito. Prove que, se o número de elementos de K é n, então, qualquer £ 
que seja x € Kx 


36. Prove que: 
a) O único subcorpo do corpo dos números racionais é o próprio Q. 
b) Todo subcorpo de R contém Q. 
Resolução a): Evidentemente, se K é um subcorpo de Q, então 0, 1 e -1 pertencem a K. 
Consequentementen “1 =n en + (-1) =-n pertencem a K, qualquer que seja o número £ 


natural n> 0. Logo, quaisquer que sejam m,n EZ,n0, mir! = = EK ou seja, Q c K. 
37. Proveo seguinte: se a unidade de um anel de integridade A pertence a um subanel B de 
A, então não há divisores próprios do zero em B. 


38. Seja A um anel. Se o grupo aditivo (A, +) é cíclico, prove que o anel é comutativo. 


39. Prove que em um anel comutativo com unidade, os divisores próprios do zero não são 
invertíveis. 

40. Um elemento a de um anel A, a + 0, se diz nilpotente se existe um número natural 
n> 0 tal que a" = 0, Por exemplo, a classe de restos 2 € Z,, é nilpotente pois (2): =D. 
Prove que o único elemento nilpotente de um anel de integridade é o zero do anel. 

4“ 


. Seja a um elemento nilpotente de um anel comutativo com unidade A. Se n > 1 é o me- 
nor número natural tal que a° = 0, prove que 


(+a)t 
Resolução: Façamos 0,=0 e 1,= 
(1-a+a -+ (-1)=a)(1 + a) 
+ (1a + (-1)= a", 

Como 

CD + (-1)™ =0 e a” = 0, então 
(1-a +a? -+ (-1)™a™)(1 + a) = 1, ou seja, 
1,-a +a- + (-1)™a™ = (1, +a). 


qa tdi + (Iria, 


, para facilitar. Isso posto: 
caras (1) a +a- a+ + 


42. Prove que o único elemento nilpotente de um anel booliano é o zero do anel. 
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43. Seja A um anel de integridade. Prove que: (a) o único elemento nilpotente de 4 é o zero; 
(b) A unidade é o único elemento idempotente de 4, ou seja, o único elemento de 4, 
diferente de zero, cujo quadrado é igual a ele mesmo; (c) Dê exemplo de um anel com 
unidade A e de um elemento a € A, diferente de zero e da unidade, tal que a” = a. 


cocosococosocesesoss 


Exercícios complementares 


C.1) Seja 4 um anel. Se M é uma parte não vazia de 4, prove que é um subanel de 4 0 se- : 
guinte subconjunto de 4: : 


B = {a E A |ax = xa, Vx E M}. 


C.2) Seja A um anel comutativo. Se a E A e 1 - a é nilpotente, prove que a é invertível. 


C.3) Prove que num anel 4 são equivalentes as seguintes afirmações: 
i) Anão possui elementos nilpotentes, exceto o 0. 
ii) Scae4ea?=0, então a = 0. 
C.4) Seja (K),., a família de todos os subcorpos de um corpo K. Prove que a interseção : 


N K, é o menor subcorpo de K. 
1Ej 


5.4 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE ANÉIS 


5.4.1 Introdução 


Tal como no caso dos grupos, o papel dos isomorfismos de anéis, conceito central desta 
seção, é em essência o de separar os anéis em classes disjuntas, de maneira tal que as proprie- 
dades pertinentes à estrutura de anel deduzidas para um dos representantes de uma das clas- 
ses possam ser estendidas para todos os outros anéis da mesma classe, apenas mudando-se 
convenientemente as notações (dos elementos e das operações). Ou, dito de outro modo, que 
um anel de uma dada classe possa substituir eventualmente, em tudo o que diga respeito à 
estrutura de anel, outro qualquer dessa classe, sempre que isso possa ser conveniente. Reflete 
bem essa situação imaginar os anéis de uma mesma classe como “cópias” uns dos outros. 

Essa ideia pressupõe, de um lado, uma correspondência biunívoca entre todos os anéis 
da mesma classe. E, de outro, que essa correspondência preserve as operações envolvidas, 
no sentido da Definição 12. 


5.4.2 Homomorfismos de anéis 


Definição 12 - Dá-se o nome de homomorfismo de um anel (A, +, +) num anel (B, +, +) a 
toda aplicação f: A > B tal que, quaisquer que sejam x, y E A: 


fl +y) =f) +f0) 


fly) = fl) +f0) 
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Nessas condições, para simplificar a linguagem nos referiremos a f: 4 > B como um 
homomorfismo de anéis. Quando se tratar do mesmo anel, o que pressupõe 4 = B, a mesma 
adição e a mesma multiplicação em A, tanto como domínio como contradomínio, então f será 
chamada de homomorfismo de A. 

Se um homomorfismo é uma função injetora, então é chamado de homomorfismo injetor. 
E, se for uma função sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor. O caso em que f é bijetora 
corresponde ao conceito de isomorfismo e será estudado separadamente. 

Convém observar ainda que, se 4 e B são anéis, então (A, +) e (B, +) são grupos e, por- 
tanto, um homomorfismo de anéis f: A > B também é um homomorfismo do grupo aditivo 
A no grupo aditivo B. 


A — po — 
ES 


| Exemplo 23 pu Quaisquer que sejam os anéis A e B, a aplicação f: A > B, f) = 0, (x € A) é um ho- 
momorfismo de anéis, já que: 

* fla+b)=0,=0,+0,=f(a) + f(b); 

* flab)=0,=0,-0,=f(a) + fb. 


Consideremos os anéis A = Z e B= Z x Z (produto direto) e a aplicação f: A > B assim 
definida: f(n) = (n, 0). A aplicação f é um homomorfismo, pois: 


°- fm+m=(m+n0=(Mm,o0)+ (n, 0) = f(m) + f0); 
* f(mn) = (mn, 0) = (m, 0)(n, 0) = f(m) f(n). 


| Exemplo 25 g Para cada inteiro m > 1, há um homomorfismo natural do anel Z no anel Z, das 
classes de resto módulo m a aplicação p „: Z > Z, definida por p, (1) =r para cada r € Z. De fato, para 
quaisquer 7, s E€ Z: 


* pE+9=Er+s=r+ s= p A + p9; 
* plud)=rs=rs=p(D+p (9. 


E p, é um homomorfismo sobrejetor, porque todo y E€ Z „é uma classe y = r, que obviamente provém 
de re Z através de p . 


Seja A = Z[V2 ] = {m + nv2 | m, n € Z} e consideremos f: A > A assim definida: 
f(m +nv2)=m-n V2 -f é um homomorfismo de anéis, pois: 


fm + ny2) + (r+ sV2)) = f(m + À + (n + s) V2) = (m + r - (n + s) V2 
e também 


f(m + ny2) + f(r + sv2)=(m-nv2)+ (r - svV2)= (m + r) - (n + s) v2; 
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f(m + nv2)(r + sv29) = f((mr + 2ns) + (ms + n) V2 ) = (mr + 2ns) - (ms + ni) V2 
e também 


f(m + nv2) f(r + sv2) = (m - nv2 )(r - sv2) = (mr + 2ns) - (ms + n) v2. 


5.4.3 Proposições sobre homomorfismos de anéis 


Proposição 8 - Se f A > B é um homomorfismo de anéis, então: (i) f(0,) = 0,; 
(ii) f(-a) = - f(a); (iii) f(a - b) = f(a) - f(b), Va, b E A. 

Essas propriedades decorrem do fato de que f é um homomorfismo do grupo aditivo A 
no grupo aditivo B. 


Proposição 9 - Seja f: A > B um homomorfismo sobrejetor de anéis e suponhamos que 
A possua unidade. Então: (i) f(1,) é a unidade de B e, portanto, B também é um anel com 
unidade; (ii) se a E A é invertível, então f(a) também o é e [f(a)]! = f(a). 


Demonstração - Seja b um elemento arbitrário de B. Como f é sobrejetora, então b = f(a), para 
algum a E A. Portanto: 


br AAEN ==: 
Analogamente se mostra que f(1,) : b = b. Logo, f(1,) é a unidade de B. 
Observemos que, se a é invertível, 
AECE AE f(A,) = 1,. 
De modo análogo: 
Fla")f(a) = fla a) =f(1,) = 1,. 


Portanto: 


Ha") = F(a)”. 


Contraexemplo 4 - O homomorfismo f: Z > Z x Z do exemplo 24 não é sobrejetor, pois Im(f) = ((n, 0) | 
n E€ Z} + Z x Z. Neste caso, f (1) = (1, 0) + (1, 1), ou seja, a imagem da unidade de Z (o número 1) não 
é a unidade de Z x Z, que é o par (1, 1). 


Proposição 10 - (i) Se f: A > B é um homomorfismo de anéis e L é um subanel de A, 
então f(L) é um subanel de B; (ii) se f: M > N é um homomorfismo de corpos, f(1,) + 0, € 
K é um subcorpo de M, então f (K) é um subcorpo de N. 


Demonstração 
Demonstraremos apenas (ii). A demonstração de (i) é análoga e fica proposta como exercício. 
Sejam c, d E f(K). Então c = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos a, b E K. Logo: 


c -d= f(a) - f(b) = f(a - b). 
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Como a - b E K, pois K é um subgrupo do grupo aditivo M, então c - d E f(K). Além disso, se 
d + 0, então b + 0 e, portanto: 


cd” = f(a)[ f(b)]" = f(a) f(b") = lab”). 
Como ab“ E K, porque K é subcorpo de M, então cd"! € f(K). 


Em particular, com as condições da proposição, Im(f) é um subanel (subcorpo) do 
contradomínio - naturalmente o próprio B (ou N) se f for sobrejetora. 


Se f: Z > Z x Z é o homomorfismo do Exemplo 24, então Im(f) = ((n, 0) | n € Z} é um 
subanel de Z x Z. 


Proposição 11 - Sejam f: A > B e g: B > C homomorfismos de anéis. Então gof: A > C 
também é um homomorfismo de anéis. 

Deixamos a demonstração como exercício. Sugerimos ao estudante que tiver dúvidas 
reler a demonstração da Proposição 5, Capítulo 4. A argumentação é a mesma da demons- 
tração citada - só que, obviamente, deverá ser usada para a adição e a multiplicação. 


5.4.4 Núcleo de um homomorfismo de anéis 


Definição 13 - Seja f: A > B um homomorfismo de anéis. Damos o nome de núcleo de f, 
e denotamos por N(f) (usa-se também a notação Ker(f)), ao seguinte subconjunto de A: 


NO = {x EA | f(x) =0,). 


Vale observar que, como f(0,) = 0, (Proposição 8), então 0, E N(f). Logo, pelo menos o 
zero de A pertence ao núcleo de f. 


O núcleo do homomorfismo do Exemplo 23 é A, já que, devido à definição de f, todos 
os elementos de A têm imagem igual a 0,. 


Determinemos o núcleo do homomorfismo p; Z > Z, do Exemplo 25. Lembremos que 
Pp, é definido assim: p () =r (re Z). 
Um inteiro re Mp,) se, e somente se, r = 0; 

se, e somente se, r = 0 (mod m); 

se, e somente se, r é múltiplo de m. 


Portanto, Mp, ) = (0, +m, +2m, ...}. 


Determinemos o núcleo do homomorfismo f: Z > Z x Z do Exemplo 24. Como o zero 
do anel Z x Z é o par (0, 0), então um inteiro n pertence a N(f) se, e somente se, f(n) = (n, 0) = (0, 0). 
Ou seja, se, e somente se, n= 0. Logo, N(f) = (0). 
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CAME Vamos encontrar agora o núcleo do homomorfismo f do exemplo 26. Neste caso os 
anéis são A = B = 7[V2] e o zero de b é o número 0. Então um número a + bv2 pertence a N(f) se, e 
somente se, f(a + bv2) = a - bV2 = 0. Mas isso implica que a = b = 0 e, portanto, a + bv2 = 0. Logo, 
NG) = (0). 


CAE - Consideremos f: Z x Z = Z definida por f(a, b) = a. É fácil provar que f é um homo- 
morfismo de anéis (deixamos como exercício a verificação desse fato). Então um par (a, b) E Z x Z 
pertence a N(f) se, e somente se, f(a, b) = a = 0. Portanto: 


NMO=((abD)eZxZ|f(ab)=a=0=((0,5)|be Z}. 


Note-se que, neste caso, N(f) é um conjunto infinito. 


Proposição 12 - Seja f: A > B um homomorfismo de anéis. Então: (i) N(f) é um subanel 
de A; (ii) f é injetor se, e somente se, N(f) = (0). 


Demonstração 

Se a, b E N(f), então fla) = f(b) = 0,. Daí, fla - b) = fla) - fb) = 0, e flab) = ffab) = 0,:0,=0,. 
Portanto, a - b, ab E€ N(f), o que prova que o núcleo de f é um subanel de A. 

Considerando-se que 4 e B são grupos aditivos e que f é, em particular, um homomorfismo de 
grupos aditivos, então (devido à Proposição 6, Capítulo 4) f é injetor se, e somente se, N(f) = (0). 


5.4.5 Isomorfismo de anéis 


Consideremos os anéis Z, e Z, x Z, (produto direto), ambos constituídos de seis elemen- 
tos. À primeira vista, é difícil perceber algo em comum entre eles além da cardinalidade: 
afinal, os elementos e as operações de um e de outro têm natureza diferente. Na verdade, 
porém, pode-se mostrar que, enquanto anéis, eles “têm tudo” em comum. 

Para mostrar isso, o primeiro passo é estabelecer uma correspondência biunívoca con- 
veniente entre seus elementos. Essa tarefa não é fácil, mas uma boa saída é começar pela 
correspondência “mais natural” entre os elementos de um e de outro. Para isso, adotaremos 
a seguinte notação: 


6 
a = classe de restos módulo 6 determinada por a; 
2 
a = classe de restos módulo 2 determinada por a; 
3 
a = classe de restos módulo 3 determinada por a. 
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Convenhamos que a correspondência “mais natural” de Z, para Z, x Z, é a “aplicação” f 
(no Exemplo 35 mostraremos que, de fato, fé uma aplicação) assim definida: 


Observe-se que, por exemplo, o correspondente do 5 é o par (1, 2), porque o resto da 
divisão de 5 por 2 é 1 e por 3 é 2. 
As tábuas do anel Z, são fáceis de construir: 


É uma questão de cálculos mostrar que, se substituirmos as entradas dessas tábuas pelos 
correspondentes elementos de Z, x Z}, obteremos como resultado exatamente as tábuas deste 
último anel. Ou seja, a correspondência escolhida cumpre o esperado. No Exemplo 35 pro- 
varemos formalmente essa afirmação. Aqui, como ilustração, nos limitaremos a fazer duas 
verificações desse fato, uma para a tábua da adição e uma para a tábua da multiplicação. 

Em Z, por exemplo, 3 + 4 = 1. Os correspondentes de 3 e 4 em Z, x Z, são respectivamente 
(1, 0), (0, 1), cuja soma é (1, 1), que é exatamente o correspondente de 1. 

Também em Z; 3: 4 = 0. Multiplicando-se os correspondentes de 3 e 4, obtém-se: 


(1, 0)(0, 1) = (0,0), 


que é o correspondente de 0. 
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De modo geral, se a + b = c e ab = d (em Z,), então f(a) + f(b) = f(c) e f(a)f(b) = f(d) 
(em Z, x Z, ). Ou seja, f preserva as operações, ou, falando mais formalmente, f é um homo- 
morfismo de anéis. Como é obviamente uma bijeção, então se trata de um exemplo de iso- 
morfismo de anéis, conceito a ser definido a seguir. 


Definição 14 - Seja f: A > B um homomorfismo de anéis. Se f for também uma bijeção, 
então será chamado de isomorfismo do anel A no anel B. Neste caso, diz-se que f é um isomor- 
fismo de anéis. 

Convém observar que um isomorfismo do anel A no anel B é, em particular, um isomor- 
fismo do grupo aditivo (A, +) no grupo aditivo (B, +). 


| Exemplo 33 - Se A é um anel, então a aplicação idêntica /,: A > A, i0) = x é um isomorfismo de anéis, 
pois, além de ser bijetora, é também um homomorfismo, uma vez que: 


* ila+b)=a+b= i (a) + i (b); 
* i(ab) = ab = i {a i (b). 


[ESRELER O homomorfismo f=Z[VZ] > Z[v2], do Exemplo 26, é um isomorfismo, pois é injetor, 
uma vez que N(f) = (0), como mostramos no Exemplo 31, e sobrejetor. De fato, dado y= m + nV2 EZ, 
basta tomar x= m - n/2 € Z[V2] que: 


f = f(m - n2) =m + n2 =y. 


| Exemplo 35 g A aplicação f: Z, > Z, x Z, definida por oa k a com a notação introduzida no 


início deste item, é um isomorfismo de anéis. 
Mostraremos primeiro, e simultaneamente, que f é, efetivamente, uma aplicação e que é injetora. 
6 6 
e a=b se, e somente se, 6 | (a - b); 
se, e somente se, 2 | (a - b) e 3 | (a - b); 
2 2 3 3 


se, e somente se, a=b e a=b; 


2 3 23 
se, e somente se, (a, a) = (b , b). 


O fato de f ser injetora e o domínio e o contra-domínio de f terem a mesma cardinalidade (= 6) garan- 
tem que f é sobrejetora. 


Falta mostrar que f preserva as operações, o que faremos apenas no que se refere à multiplicação: 


6 6 6 2 3 22 33 232838 6 6 
f(a- b)=f(ab)=(ab,ab)=(ab,ab)=(a,a)(b,b)=f(a) F(b) 
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Proposição 13 - Seja f: A > B um isomorfismo de anéis. Então f*: B > A também é um 
isomorfismo de anéis. 


Demonstração - Sendo f um isomorfismo do grupo aditivo A no grupo aditivo B, então f é um 
isomorfismo do grupo aditivo b no grupo aditivo A (Proposição 7, Capítulo 4). Resta provar que 
f` preserva as multiplicações. 

Sejam c, d E B. Como f é sobrejetora, c = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos a, b E A. 
Vale observar, de passagem, que essas igualdades equivalem respectivamente a a = f (c) e b = f+ (d). 
Isso posto: 


f” (cd) = f(fla) f(b)) = f° (flab)) = ab = f+ (c) f° (d). 


Uma decorrência dessa proposição em termos de terminologia é que se f: A > B é um 
isomorfismo de anéis, então pode-se dizer que os anéis 4 e B são isomorfos. A relação esta- 
belecida por um isomorfismo f: A > B será indicada por A x B ou B xz A. Dois anéis isomorfos 
diferem apenas pelos nomes de seus elementos e operações. Essencialmente são o mesmo 
anel e cada um deles pode ser considerado uma “cópia” do outro. Por exemplo, os anéis Z, e 
Z, x Z, são isomorfos, como já mostramos. O anel Z, pode ser considerado uma cópia mais 
favorável do anel Z, x Z.. 

Porém os anéis Z ,é Z, x Z, não são isomorfos, como mostraremos a seguir. 


Contraexemplo 5: Mostraremos que nenhuma aplicação de Z, em Z, x Z, é um isomorfismo. Qualquer 
aplicação f: Z, > Z, x Z, “candidata” a isomorfismo necessariamente levaria o zero no zero e a unidade 
na unidade. Isto é, f (0) = (0, 0) e f(1) = (1, 1). Então: 


fD=fü + D)=fM+fM=0,1)+0,1)=(1 +1,1 + 1)= (0, 0). 


fOQ=f+D=fM+f=4,1)+ 0, 0 =, 1). 


Isso mostra que f não é injetora, pois f(0) = f(2) e f(1) = f8), nem sobrejetora, pois Im(f) = {(0, 0), (1, 1)}. 
Portanto, realmente não há nenhum isomorfismo de Z, em Z, x Z,. 


Seja f: A > B um homomorfismo injetor de anéis (corpos). Se L é um subanel (subcorpo) 
de A, então f(L) é um subanel (subcorpo) de B, como já vimos (Proposição 10). Então a 
aplicação g: L > f(L) definida por g(x) = f(x), para qualquer x E L, é um isomorfismo de anéis 
(corpos). De fato, g é injetora, porque f é injetora, é sobrejetora, porque Im(g) = g(L) = f(L), 
e homomorfismo de anéis (corpos), porque f o é. Portanto, se f: A > B é um homomorfismo 
injetor, todo subanel (subcorpo) L de A está retratado em B por um subanel (subcorpo) que 
lhe é isomorfo: sua “cópia” f(L). 
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Consideremos o homomorfismo f: Z > Z x Z introduzido no Exemplo 24 e assim 
definido: f(n) = (n, 0). Como vimos (Exemplo 30 e Proposição 12), f é um homomorfismo injetor. 
Lembremos que os subanéis de Z (todos) são os subconjuntos nZ (n = 0, 1, 2, ...). As “cópias” desses 
subanéis em Z x Z são os subanéis nZ x Z (n=0,1,2,..). 

Mais: pode-se mostrar que os subconjuntos nZ x Z são os únicos subanéis de Z x Z. De fato, sejam M 
um subanel de Z x Z e L o subconjunto de Z formado pelos primeiros termos dos elementos de M. Se 
a, a, E L, então (a, b,), (a, b,) E M, para convenientes b,, b, € Z. Daí, (a, b,) - (a, b) = (a, -a,b -b)EM 
e, portanto, a, - a, E L. Então L é um subgrupo do grupo aditivo Z e, por isso, L= nZ, para um conve- 
niente n E€ Z. De onde M= nZ x Z. 


44. Verifique se a função f: A > B é ou não é um homomorfismo do anel A no anel B nos : 
casos seguintes. 
a) A=Z,B=Z,f(x)=x+1. 
b) 4=7,B=7,f(x)=2x. 
c) A=Z,B=Z x Z, f(x) = (0,2x). 
d) 4=7x7,B=7,f(x,y)=x. 
e) 4=7x7=B,f(x,y) = (x). 
f) 4=Z,B=Z,f(x)=». 
g) A =B = C (corpo dos complexo) e f(a + bi) = a - bi. 
45. Determine os núcleos dos homomorfismos do exercício anterior. 


46. Considere os anéis Z e Z x Z (produto direto). Verifique se são homomorfismos e de- : 
termine o núcleo. 
a) f: Z x Z > Z x Z definida por f(x, y) = (0, y). 
b) f: Z x Z > Z definida por f(x, y) = y. 
c) f: Z > Z x Z definida por f(x) = (2x, 0). 
d) f: Z x Z > Z x Z definida por f(x, y) = (-y, -x). 
e) f: Z > Z x Z definida por f(x) = (0, x). 


47. Mostre que Z x Z munido das operações de adição e multiplicação assim definidas: 
(a, b) + (c d) = (a +c, b + d) 
(a, b) - (c, d) = (ac, 0) 


é um anel e que a aplicação f: Z x Z > Z definida por f(a, b) = a, Y (a, b) E Z x Z é um ; 
homomorfismo sobrejetor. 


48. Sabe-se que Z x Z munido das operações de adição e multiplicação assim definidas: 


(a, b) + (c, d) = (a +c, b + d) 
(a, b) - (c, d) = (ac, ad + bc) 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 
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éumanel. Mostre que a aplicação f: Z > Z xZ definida por f (a, b) =a éum homomorfismo : 
de anéis. 


Sabe-se que (Z x Z, +,» ) é um anel quando a adição e a multiplicação são assim definidas: : 
(a b) + (c, d) = (a +c, b + d) 

(a, b) - (c, d) = (ac - bd, ad + bc). 

Mostre que a aplicação f: Z > Z x Z definida por f(a) = (a, 0) é um homomorfismo de : 

anéis de Z em Z x Z. 


Dê um exemplo de anéis A e B e um homomorfismo f: A > B tal que f(1,) + 1; 


a : 
Mostre que f: C > M, (R) definida por f(a + bi) = h Va, b E R é um homomor- : 


fismo injetor de anéis. 


Resolução: Tomemos z, = a + bi e z, = c + di em C. 
Temos: 


a+c -(b+d) 
f(z, + z,) =f((a + c) + (b + di) = 


b+d a+c 


Ee -b-d 


b+d a+c 


+ 


=flz) + fz) 


c -d 
d Ç 


b a 


ac-bd -(ad + bc) 
ad+bc ac-bd 


f(z, -z,) = f((ac - bd) + (ad + boi) = 


ac-bd -ad-bc 
ad+bc ac-bd 
a -b 
b a 


Observemos que f é injetora, pois: 


fe)=fz) -l 


Sejam os anéis A = {a + bV2 |a b € Q} e B = M,(Q). 


a) Mostre que f: A > B dada por f(a + bV-2)= j 


b) f é um isomorfismo? 


b 
é um homomorfismo. 
a 


Considere os seguintes anéis: (R, +, - ) e (R, ®, O), em que, Va beRaBb=a+b+1 E 
eaQOb=a+b+ab. Mostre quef: R > R dado por f(x) =x- 1, Y x E R é um isomorfismo : 
de (R, +,:) em (R, @, O). Defina o isomorfismo inverso. 
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54. Seja A um anel com unidade. Para cada elemento invertível a € A, seja f: A > A a apli- : 
cação definida pela lei f (x) = axa”. Mostre que f , é um isomorfismo e dê uma fórmula : 
para f 9f, : 

55. Seja f: A > B um isomorfismo de anéis. Mostre que: 

a) sea € 4 é um elemento idempotente, então f(a) também o é; 

b) sea EA é nilpotente, então f(a) E€ b também o é; : 

c) se A possui unidade, a € A e 3 b, c € A (b, c ¢ U(A)) tais quea=b-c, então f(a) EB : 
pode também ser decomposto em dois fatores de B, ambos não invertíveis. ; 

56. Mostre que nenhuma aplicação f: A > B em que A = {x + yV2 | x, y E Q}, B = {x + y3 | : 
xX, y E Q} e f(x + yV2 ) = x + y V3 é um isomorfismo de anéis. : 
Sugestão: Observe que, se f fosse um isomorfismo de A em B, então f(V2 ) = a + bv3. : 
Calcule a seguir f(2) a partir de f(V2 ) = a + bv3. ; 

57. Mostre que, se f: Z > Z é um isomorfismo de anéis, então f é a aplicação idêntica de Z. ; 
Sugestão: Observe que: f (+1) = +1 e que Ym e Z* vale m = (+1) +... + (+1). 

58. Mostre que, se f é um isomorfismo do anel A = {a + bv2 |a, b € Q} nele próprio, então ; 
f(v2)=+v2 ouf(v2)=-v2. 

59. Mostre que, se f: Q > Q é um isomorfismo de anéis, então f é a aplicação idêntica de Q. ; 


Sugestão: Observe que f(1) = 1 = L + l +... + E , n vezes, Yn E Nº,. A partir disso : 


n 
E 
60. Determine todos os homomorfismos de Z em Z. : 
Resolução: Seja f: Z > Z um homomorfismo e suponhamos que f(1) = k. Provemos : 
que f(x) = kx para todo x E Z. 
19f(0)=0=k-0. 
2º) Se f(n) = kn, com n E N, então: 
f(n + 1) =f(n) +f(1) = kn + k=k(n + 1). 
Portanto, por indução, a tese está provada para todo x E N. 
32) Se x E Z - N, então x = -|x| e |x| E N, logo: 
fœ = flx) = -f(lxl) = -k |x| = k (-|xl) = kx. 
Tendo provado que f é uma função linear de x, determinemos agora o valor de k. 
Como f(x : y) = f(x) - f(y), para todo x, y E Z, temos: 


KO) = (kx) - (ky) Yx, y E Z. 


calcule f 


E, daí: 
k=kK..k=00uk=1. 


Conclusão: Há apenas dois homomorfismos do anel Z nele próprio definidos por: ; 
fx) =xeu(x)=0,YxEZ. : 
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61. Seja f: Z x Z > Z x Z definida por f(x, y) = (mx + ny, px + qy). 
a) Determinar m, n, p, q E Z de modo que f seja um homomorfismo do anel Z x Z nele : 
mesmo. 
b) Em quais desses casos f é um isomorfismo de Z x 7? 
62. Ache todos os homomorfismo de Z em Z, 
Sugestão: Considere as imagens possíveis de 1 € Z por um homomorfismo f: Z > Z, 


63. Ache todos os homomorfismos de Z em Zy: 
64. Determine todos os homomorfismos do anel Z no anel Z x Z. 


65. Determine todos os homomorfismos de Z x Z em Z. : 
Sugestão: Faça f (1, 0) = p e f (0, 1) = q; em seguida, note que f(x, y) = f(x(1, 0) + y(0, 1)). : 


Exercícios complementares 


C4. Mostre que P = {(a, b, -b, a): a, b € R}, com a adição e a multiplicação definidas por 
(a, b, -b, a) + (c,d, -d,c )= (a +c,b+d,-b-d,a+c) 
(a, b, -b, a) (c, d, -d, c) = (ac - bd, ad + bc, -ad - bc, ac - bd) 
é um corpo. Mostre que P é isomorfo a C, o corpo dos números complexos. 

C5. Mostre que um homomorfismo de um corpo K nele mesmo ou é a aplicação nula ou é : 
um isomorfismo. ; 
Sugestão: Faça f(1) = a e analise as duas possibilidades, a = 0 ou a + 0. 


mee O COCO CCC LCLOLCLOCOLCCOLCLCCCCCOLCLOLOLOCOLCCCCCOLCCOCOLO COLO Cocos cesso coca .. 


5.5 CORPO DE FRAÇÕES DE UM ANEL DE INTEGRIDADE 


5.5.1 Quocientes em um corpo 


Num corpo K, a equação ax = b, em que a + 0, tem uma única solução, que é o elemento 
atb = ba. Um elemento de K escrito na forma atb = ba”! é chamado quociente de b por a e 


D' sea A : 
denotado por z E fácil ver, por outro lado, que todo elemento a € K é um quociente: por 


exemplo, se b + 0 é um elemento de K, então a = (ab)b = E 


Adotada a notação de quociente, as operações com elementos de um corpo se fazem 
segundo certas regras que facilitam os cálculos algébricos e que, num certo momento, nor- 


tearão nossos passos na construção do corpo de frações de um anel de integridade, nosso 
objetivo principal nesta seção. Vejamos como. 
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Proposição 14 - Sejam a, b, c, d elementos de um corpo K. Seb + 0 e d + 0, então: 


ala ala alo 
(S 
a 


se, e somente se, ad = bc; 


ba 


a 
a 


Sja Sja SJA 
œ~ 
a 


£ 
| 
| 
Il 


= 
v) sea 0 (além de b), então (5) = é . 


Demonstração 


i) Se T = i , então ab”! = cd”. Daí ad = a(b!b)d = (ab) (bd) = (cd*) (bd) = cb. Suponhamos, 


reciprocamente, que ad = bc. Então F Sab = aldd b = (add bh E CA bS 


cd! = a : 
ii) A E a Sab +cd! = a(dd)b' +c(bb)d = (ad)(bd) =b bd) = (ad + be)(bd)! = 
ad + bc. 
bd 
iii) Fica como exercício proposto. 
a a ab+ra(-b) 0 RO -a , a 
iv) ua bb Diria 0.(b)! =0. Portanto, + £2 oposto de D 


v) Fica como exercício proposto. 


5.5.2 Corpo de frações de um anel de integridade 


A questão que temos pela frente agora é a seguinte: dado um anel de integridade A, 
construir um corpo K do qual A seja um subanel unitário. A construção que faremos é a 
mesma, no plano formal, pela qual se obtém o corpo dos números racionais a partir do anel 
dos inteiros. 


Seja A um anel de integridade. No conjunto 4 x A* consideremos a relação ~ definida da 
seguinte maneira: 


(a, b) ~ (c, d) se, e somente se, ad = bc. 
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Não é difícil provar que ~ é uma relação de equivalência sobre A x 4”. Por brevidade, 
mostraremos apenas que — goza da propriedade transitiva. 

De fato, consideremos (a, b), (c, d), (e, f) E A x A. Se (a, b) ~ (c, d) e (c d) ~ (e, f), então 
ad = bc e cf = de. Multiplicando os dois membros da primeira igualdade por f e os dois da 
segunda por b, obtemos adf = bcf e bcf = bde. Segue daí que adf = bde e, portanto, cancelan- 
do-se d, o que é possível, pois d + 0 e A é um anel de integridade, af = be. De onde, (a, b) ~ (e, f). 
Tratando-se de uma relação de equivalência muito especial, preferiremos usar a nota- 
a 
b 
tação genérica (a, b). Os elementos do conjunto quociente K = (A x A)/-, com a notação 


ção — para representar a classe de equivalência determinada pelo par (a, b), em vez da no- 


adotada, são as frações A (a E 4, b € A`). Então: 


se, e somente se, (a, b) ~ (c, d), se, e somente se, ad = bc. 


Nosso objetivo é transformar K num corpo. Inspirados nas considerações da seção an- 
a c 


terior, definiremos “soma” e “produto” de duas frações, ya E A a seguinte maneira: 
a c adrbe aca 
b d bd b d bd 


Isso posto, pode-se provar que as definições dadas independem dos particulares pares 
escolhidos para representar as frações. Por exemplo, no caso da multiplicação, suponhamos 
(a, b) ~ (m, n) e (c d) ~ (r, s). Então an = bm e cs = dr. Multiplicando membro a membro essas 
igualdades, obtemos (an)(cs) = (bm)(dr) e daí (ac)(ns) = (bd) (mr). Isso significa, no presente 


contexto, que (ac, bd) — (mr, ns) e, portanto, que A . F = z . A : 


Rotineiramente se demonstra que (K, +, * ) é um corpo. Destaquemos apenas alguns 
pontos dessa demonstração. 


Associatividade da adição: 


a [EE _a , frde adf + bef + bde- 
| b df bdf 


Também: 


a cy e ad+bc e _adf+bcf+ bde 
b+a)tf bd Ff bdf 


258 Álgebra moderna 


Portanto: 


a e a C 


pla "ali ITA 


O zero do corpo é a fração £ (0 = zero de A; 1 = unidade de A), pois: 


a 0_a:-l+b-0 q. 
b 1 bl b 


e 0 oposto de uma fração o é a fração -e ; 


1 


A unidade do corpo é a fração 


, E O. E , 
e Q inverso de uma fração E E q éa fração é , pois: 


ba 1º 


b ab 1 
= 


= ja 


uma vez que (ab) - 1 = 1 - (ba). 

O corpo K assim obtido é chamado corpo das frações do anel de integridade A. A seguir 
mostraremos de que maneira se pode considerar A como um subanel unitário de K. Natural- 
mente, como os elementos e operações de A e de K têm natureza distinta, o sentido dessa 
afirmação é que há um subanel de K que pode ser identificado com A através de um isomor- 
fismo. E, examinando o formato dos elementos de K, é lícito admitir que esse subanel possa 


ter como suporte o conjunto: 


L= | 2 [a EK | 
1 
. p . b 
Efetivamente, L é um subanel de K, pois, tomando-se = É EL: 


+ E 
| 1 1 


2)= a -b a+(-b) EL 


=|8 
| 
| 
m 
œ 
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Para completar nossa argumentação, falta mostrar que a aplicação f: A > L que associa 


a cada elemento a E 4 a fração í é um isomorfismo de anéis. De fato: 


e farb) = H =2 +b = ffa) + f); 
b b 
* flab)= T =F: T AfD; 
e se f(a) = f(b), então i =} e, portanto, a ; 1 = 1 - a, ou seja, a = b, o que mostra que é 


injetora; 
E a ; Sia ; 
e sey EL, então y= 1º para um conveniente elemento a E A cuja imagem obviamente 


éy, pois fa) = : =y, eisso prova que f também e sobrejetora. 


Assim, identificando A com sua cópia L= em K, através do isomormorfismo 


2 ļaEK 
1 


f, podemos dizer que A é um subanel de K e, inclusive, anotar 4 c K. 


K 


Relembrando, trata-se do mesmo procedimento pelo qual, no plano formal, se considera 
Z subanel de Q e se supõe Z c Q. 


66. Sendo 4 um corpo, define-se em A x A* a relação de equivalência (a, b) R (c, d) & ad = bc. 
Determine o corpo de frações de A. 


67. Seja A um subanel unitário de Q. Determine o corpo de frações de A. 


68. Sejam A e B dois anéis de integridade isomorfos e seja f: A > B o isomorfismo. Mostre 
que existe um único isomorfismo g: K > L, em que K e L são respectivamente os corpos 
de frações de A e B, e g um prolongamento de f. 


69. Seja p um número primo positivo. Seja A = [5 eO |ptb 


Mostre que 4 é um subanel unitário de Q e determine o corpo de frações de 4. 
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5.5.3 Característica de um anel 


5.5.3.1 Introdução 


Consideremos o anel Z „das classes de resto módulo m. Observemos que, qualquer que 
seja a E Z: 


m-a=ata+..ta=ata+..ta=ma=o0, 


Lo] 


(m parcelas) 


uma vez que ma = 0 (mod m). 

Essa propriedade do anel Z „não é compartilhada pelos anéis numéricos Z, Q, Re C, por 
exemplo. De fato, considerando a unidade desses anéis, que é o número 1, então, qualquer 
que seja o inteiro estritamente positivo m: 


m1=1+1+..+1=m+0. 


E essa diferença entre os anéis 7, e os anéis numéricos não decorre apenas do fato de os 
primeiros serem finitos e estes infinitos. Mesmo num anel infinito 4, pode ocorrer: 


m:a=a+a+..+a=0 (zero do anel) 


para algum inteiro estritamente positivo m e para todo elemento a do anel, como teremos 
ocasião de mostrar (Exemplo 39). Diga-se de passagem que, sem - a = 0, então (2m) - a = 
(Gm):a=..=0. 

Nosso objetivo nesta seção é explorar as possibilidades levantadas por essas observa- 
ções para a teoria dos anéis. Mas para isso precisaremos explorar antes o conceito de múlti- 
plo de um elemento de um anel. 


5.5.4 Múltiplos de um elemento de um anel 


Seja (A, +, +) um anel. Então (A, +) é um grupo aditivo abeliano e, portanto, pode-se usar 
para seus elementos o conceito de múltiplo introduzido no Capítulo 4 (seção 4.5.1). Lembre- 
mos como, adaptando a notação ao presente caso: se m é um inteiro e a um elemento de 4, 
então m : a é assim definido: 


e sem > 0, por recorrência, da seguinte forma: 


0-a=0, (zero de 4) 
m-a=(m-1)-a+a,sem> 1; 


e sem<0 
m-a = (- m) - (-a). 


O elemento ma é chamado múltiplo m-ésimo de a. 
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Com base nessa definição, demonstram-se as seguintes propriedades (ver Proposição 
12, Capítulo 4), válidas para qualquer a € 4 e quaisquer m, n E Z: 


i) m-a+n:a=(m+n)-a; 
ii) (m)-a=-(m-a); 
iii)n. (m-a) = (nm) -a. 


Além dessas propriedades, há outra, de que precisaremos nesta seção, específica dos 
anéis com unidade. 


Proposição 15 - Seja A um anel com unidade. Se 1, indica a unidade e m, n E Z, então 
(mn)-1,=(m:1)(n:1,). 


Demonstração - Inicialmente suporemos n > 0. Para este caso, a demonstração será feita por in- 
dução sobre n. 

Se n = 0, então (mn):1,=0-1,=0,aopassoque(m-1)(n:1)=(m-1)(0:1)=(m-190,=0,. 
Portanto, a igualdade vale quando n = 0. 

Seja r um inteiro maior que ou igual a 0 e suponhamos (mr) -1,=(m-1,)(r-1,). 

Então [m(r + 1)]-1,=(mr+m)-1,=(mr)-1,+m-1,=(m-1)(r-1)+m:-1,=(m-1)(r:1,)+ 
(m-1)1,=(m-1)(r-1,+1)=(m-1)[(r+1)-1,]. 

Com isso a propriedade está demonstrada para n 2 0. 

Suponhamos n < 0. Então, -n > 0 e 


(mn): 1, = [(-m)(-n)]- 1, = [m)-1,)l-n)-1,)=[-(m-19)M-(n-1,)]=(m-1)(n-1). 


Corolário - Seja 4 um anel com unidade. Então o conjunto B = 7-1, =(m:1,|meZ)é 
um subanel unitário de 4. 


Demonstração - Como 1,=1-1, então 1, E B que, portanto, não é vazio. 
Sejamm-1,n-1,€B. Então: 
em:1,-nº1,=m:1,+[-(n-1)]=m-1,+[(-n)-1]=[m+(-n)]-1,=(m-n):-1,0 que 
mostra que B é fechado para a subtração; 
e (m: 1,)(n: 1, = (mn) : 1, 0 que mostra que B é fechado para a multiplicação. Então B = Z 1, 
é um subanel de A, unitário, porque 1, E B, como já observamos. 


5.5.4.1 Característica de um anel 


Definição 15 - Seja A um anel. Suponhamos que, para algum inteiro n > 0 e para qual- 
quer a E 4, verifica-se a igualdade n - a = O (zero do anel). Então existe um menor inteiro 
estritamente positivo r tal que r - a = 0, qualquer que seja a E€ A. Esse inteiro r é chamado 
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característica do anel A e indicado por c(4). Se, ao contrário, o anel A possui pelo menos um 
elemento a tal que n - a + 0, qualquer que seja o inteiro estritamente positivo n, então se diz 
que a característica do anel é 0. 


CAME Os anéis Z, Q, R e C têm característica 0, pois, se m + 0, então m- 1=me, portanto, 
m:1%0. 


Proposição 16 - Seja A um anel com unidade. Então a característica de A é um inteiro 
h > 0 se, e somente se, h é o menor inteiro estritamente positivo tal queh-1,=0,.Ou seja, se, 
e somente se, h é a ordem de 1, no grupo aditivo (A, +). 


Demonstração 

(>) Por hipótese, c(A) = h. Portanto, h - a = 0, qualquer que seja a € A. Em particular, h- 1,=0,. 
Suponhamos que, para algum inteiro m, 0 < m < h, se pudesse term 1, = 0, Então, qualquer que 
sejaa EA: 


m-a=a+a+..+a=al, +al,+..+al,=a(1l,+1,+..+1)=a(m-1,)=a0,=0, 


o que é absurdo, uma vez que c(4) = h. 
(+) Por hipótese, h é o menor inteiro estritamente positivo tal que h - 1, = 0, Então, qualquer 
que seja a E A: 


haarat. +a=al tal eral mal i Sah SaS 


Se houvesse algum inteiro m tal que 0 < m < h e m » a = 0, para qualquer a E A, então, em par- 
ticular, m + 1, = 0, o que é contrário à hipótese. 


ROWIE =" Observemos primeiro que, em Z, m- 1=1 +1 +.. +1=m=0. 
Suponhamos, por outro lado, que para algum inteiro r, 0 < r< m, se tivesse r- 1 = 0. Como r: 1 =f, 


então r= 0, ou seja, r= 0 (mod m). Então m | r, o que é impossível, uma vez que 0 < r< m. Logo, c( Z)=m. 


Proposição 17 - Se a característica de um anel de integridade A não é zero, então é um 
número primo. 


Demonstração - Seja c(A)= h > 0. Se h não fosse um número primo, então h = rs, para um par con- 
veniente de inteiros r e s tais que 1 < r, s < h. Como c(A) = h, então r : 1, + 0, e s: 1, #0, Mas 
0,=h:1,=(1s):1,=(r:1)(s:1,). 

Da igualdade (r: 1 )(s: 1,) = 0, obtida, segue que os elementos r : 1 es: 1 são divisores próprios 
do zero em A, o que contraria a hipótese de que A é um anel de integridade. Portanto, h é primo. 
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[ul LEE] Vamos dar agora um exemplo de um anel comutativo com unidade e infinito cuja ca- 
racterística é 2. Esse anel é formado por todas as sequências infinitas de elementos de Z, com a adição 
e a multiplicação definidas componente a componente. Se indicarmos por A esse anel, então: 


A=t((a,a,...)|a,a,..€Z); 


2 


(a, a, .)J+(b,b,..)=(a, +b,a, +, ..); 


rT? 
(a, à, ~J, by ~) = (a,b, a,b, ...). 
Deixamos para o leitor a verificação de que realmente se trata de um anel comutativo com unidade. Ape- 
nas destacamos que o zero desse anel é a sequência (0, 0, ..., 0, ...) e a unidade a sequência (1, 1,..., 1,..). 
Como 


2 LTL) LS), T,.,1,.)=2,2,.,2,.)=(0,0,..,0,..) 


e, obviamente, 


Tih 1a = )= (1, 1,04 1,2) 210,0, .0.,10,2), 


então c(4) = 2. 


SAWA" A característica de um anel com unidade finito é maior que zero. Indiquemos por A esse 
anel e consideremos a sequência 


O fato de A ser finito assegura que há dois elementos nessa sequência, digamos, r- 1, e s- 1, tais que 
r>ser-1,=s-1,e, portanto, ('-sS)1,=0, comr-s>0. O menor inteiro estritamente positivo h tal 
que h- 1, = 0, é a característica de A. 


Proposição 18 - Dois anéis isomorfos têm a mesma característica. 


Demonstração - Sejam 4 e B os anéis e indiquemos por f: A > B o isomorfismo. Suponhamos pri- 
meiro que c(A) = h e tomemos b E B. Como f é sobrejetora, então b = f (a), para algum a E A. Dai: 


h-b=h- f(a) = f(a) + f(a) +... + f(a) = f(a + a + ... + a) = f(h - a) = f(0,) = 0, 


Suponhamos que para algum inteiro s, 0 < s < h, pudesse ocorrer a igualdade s - b = 0,, qualquer 
que fosse o elemento b € B. Isso posto, seja a um elemento arbitrário de 4. Como a = f (f (a)), em 
que f é o isomorfismo inverso de f, então: 


s-a=s: F Fa] =F Fla) +f fla) +... + (fla) = 
=f" F(a) + f(a) +... + f(a)] = f(s -f(a)) =f(0,) = 0, 


o que é impossível, pois c(A) = h. Das duas conclusões, segue que c(B) = h. 
Deixamos como exercício a demonstração no caso em que c(4) = 0. 
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O Corolário da Proposição 15 nos diz que, se A é um anel com unidade, então Z + 1, = 
={m- 1, | m E Z} é um subanel unitário de A. Se a característica de A éh > 0,entãoh- 1,=0, 
e os elementos 0-1,=0,,1-1,,.., (h - 1) » 1, são distintos entre si. De fato, a suposição 
r:1,=s:1,com0K<s<r< h, levaria à igualdade (r - s) - 1} = 0, em que 0 <r -s < h, o que 
é impossível, considerando-se que c(A) = h. Mais: não há nenhum outro elemento em Z - 1, 
além daqueles relacionados. Para provar essa afirmação, que equivale a dizer que Z - 1, = 
=(0-1,=0,1-1,.,(h-1):1 ),sejam-1,€ Z. 1, Aplicando-se o algoritmo euclidiano de 
Z com m como dividendo e h como divisor: 


m=hg+r(0<r<h). 
Então: 


m-1,=(hg+r)-1,=(hg)-1,+r-1,=(h:1)(qg:1)+r:1,= 
=0,(q:1)+r-1,=0,+r-1,=r-1,(0O<r<h). 


Ou seja, m + 1, é um dos elementos da sucessão 0 -+ 1,=0,1+L,a (h- 1): 1, como 
queríamos demonstrar. Portanto, neste caso, Z * 1 , tem o mesmo cardinal de Zy 

E se c(A) = 0, então não há elementos repetidos em Z - 1, De fato, a suposição r-1,=s-1, 
coms <r, levaria à igualdade (r - s) - 1, = 0, em quer -s> 0. 

Fazendo-se r - s = t, então, qualquer que seja a E A: 


tiea=a+a+..+ta=al +al,+..+al =a(1l,+1,+..+1)=a(t-1,)=a0,=0, 
o que é impossível, pois c(A) = 0. Portanto, neste caso, 
E=1 = 0,1) 1,(52]-1, co fan) Aa 


tem o mesmo cardinal de Z. 

Essas considerações e propriedades já vistas para os múltiplos de um elemento de um 
anel, particularmente os múltiplos da unidade, indicam a possibilidade de um isomorfismo 
entreZ,eZ-1,(viar >r-1,)),nocasoemquec(4)=h>0,eentreZeZ-1,(viar>r-1,), 
no caso em que c(A) = 0. E, de fato, é isso o que contece, como se mostrará a seguir. 


Proposição 19 - Seja 4 um anel com unidade. (i) Se c(4) = h > 0, então a correspondên- 
cia que associa a cada r € Z,o elemento r - 1,€ Z - 1, é um isomorfismo de anéis. (ii) E se 
c(A) = 0, então é um isomorfismo de anéis a aplicação f: Z > Z 1, definida por f(r) =r- 1, 


Demonstração 
(i) Observemos quer =5 se, e somente se, h | (r - s); 
se, e somente se, r - s = ht (t € Z). 


Logo, (r-s)-1,=(ht)-1,=(h-1)(t-1,))=0,(t-1,))=0, Como (r-s)-1,=r:1,-s-1, então 
r*1,=s-1,. Portanto, a correspondência T > r- 1, é uma aplicação de Z, em Z - 1,. Dando a ela o 
nome de g, mostremos que se trata de um isomorfismo. 
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Nas considerações que antecedem a proposição está desenvolvido o raciocínio que mostra que 
g é uma bijeção. Por último: 


< gT +5)=g(rF5)=(r+s)-1,=r:1,+s-1,=g0) +90); 
e g(rs)=(rs)-1,=(r-1)s-1)=9(Mg(s). 


(ii) Fica como exercício. O raciocínio é essencialmente o mesmo. 


Essa proposição nos autoriza a considerar Z, como subanel de todo anel A com unidade de 
característica h > 0, o que naturalmente pressupõe a identificação de Z, com Z - 1, justificada 
pelo isomorfismo g. E também a considerar Z como subanel de todo anel com unidade de caracte- 
rística zero, através da identificação de Z com Z - 1, justificada neste caso pelo isomorfismo f. 


5.5.4.2 Característica de um corpo 


Se K é um corpo, então c(K) = p (primo) ou c(K) = 0, uma vez que todo corpo é um anel 
de integridade. No primeiro caso, como acabamos de ver, o corpo K contém Zy que, pelo fato 
de p ser primo, também é um corpo. Ou seja, Z, é um subcorpo de K. Mas, como a unidade 
1, de K pertence a todo subcorpo L de K, então m » 1, E L, qualquer que seja o inteiro m, e, 
portanto, Z, está contido em todo subcorpo de K. Ou seja, Z, é o “menor” subcorpo de K. 

No caso de c(K) = 0, pode-se demonstrar que o “menor” subcorpo de K é Q. 

Para justificar essa afirmação, seja f: Q > K assim definida: 


RE 
k 
Então: 
miel, tl 
a T, e L, se, e somente se, (m-1,)(s-1,))=(n-1,)(r-1,): 


se, e somente se, (ms) - 1, = (nr) - 1; 
se, e somente se, (ms - nr) -1,=0,: 
se, e somente se, ms - nr = O (pois c(K) = 0); 
se, e somente se, ms - nr; 
é 


m 
se, e somente se, P = A , 


Isso prova que f é injetora. Ademais: 


moro ms+nr o (ms+nr)-1, (m-1)(s-1)+(n-1)( r1) 
a (a), (n - 1) - 1) j 


II 
3 
m 

a 
+ 
tn 
m 
= 

II 

=4 
PRN 
a3 

H 
= 
IS 


1 Efetivamente, a interseção de todos os subcorpos de K é um subcorpo de K, isomorfo a Zy 
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De maneira análoga se demonstra que f preserva a multiplicação. 


m-1 

Sendo f um homomorfismo injetor, então Im(f) = 1 k | - E€ Q | é um subcorpo de K, 
nº, 

como já vimos (seção 5.4.5). Portanto, podemos considerar Q, (identificado com Im(f)) 


como um subcorpo de K. E é o menor subcorpo de K pela razão seguinte: se L é um subcorpo 


de K, então 1, E L; daí, m : 1,, n > 1, E L, quaisquer que sejam m, n € Z, com n + 0; portanto: 


ml 
(m-1)n-1)!= * EL. 
k k nel, 


Em suma, para todo número primo p > 0,0 corpo Z, é isomorfo à interseção de todos os 
subcorpos de um corpo qualquer de característica p, ao passo que o corpo Q é isomorfo à 
interseção de todos os subcorpos de um corpo qualquer de característica 0. Por isso são 
chamados de corpos primos (ver Exercício C.4). 


70. Determine as características dos seguintes anéis: 


a) Z, d) Z,x7Z 
b) Z e) Z, xZ, 
O) ZxZ f) Rº 


71. Determine a característica do anel das matrizes reais do tipo n x n sobre R e sobre Z,. : 


72. Sejam A e B dois anéis comutativos com unidades. Demonstre que a característica do 
anel produto direto A x B é igual ao mmc das característica de A e de B. 

73. Ache um anel de característica zero e um elemento a não nulo desse anel de forma que A 
n + a = 0 para algum n E Nº. : 
Sugestão: Tome, por exemplo, A = Z, x Z. 

74. Pode um anel finito com unidade ter característica zero? Prove ou contraexemplifique. : 

75. Dê um exemplo de um anel infinito cuja característica seja diferente de zero. : 

76. Pode um anel com unidade ter característica 1? Por quê? 

77. Mostre que um anel de integridade com quatro elementos tem característica 2. 
Sugestão: Raciocine em termos da ordem da unidade, no que se refere à adição. : 

78. Seja A um anel cuja característica é um número natural n > 0 não primo. Mostre que A 
possui divisores próprios do zero. 

79. Seja A um anel com unidade tal que x? = x, Vx € 4. Mostre que c(4) = 2 e A é comutativo. 

80. Seja 4 um anel e L um subanel de 4. Mostre que c(L) < c(4). 

Dê um exemplo de um anel 4 e um subanel L de A para os quais c(L) < c(4). 
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81. Seja A um anel de integridade. Prove que a característica de A é a mesma de M,(A). 
82. Seja f: A > B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Mostre que c(B) > c(A). 
83. a) Mostre que os subconjuntos S = (0,5, 10) e T = (0,3, 6,9, 12) do anel Z,, são anéis 
de integridade relativamente às operações em Z,, induzidas sobre eles. 
b) Mostre que S é isomorfo a Z, Qual é a característica de S? 
€) Mostre que T é um corpo de característica 5. 


Exercícios complementares 


C1. Seja K um corpo de característica p > 0. Prove que: (a) (x + y}? =x + y?, Vx, y € K. 
C2. Seja K um corpo de característica p > O e f: K > K definida por f(x) = x’, Vx € K. Prove ; 
que fé um homomorfismo. 


5.6 NOTA HISTÓRICA 


O “Último Teorema de Fermat” (UTF), desde sua formulação na primeira metade do 
século XVII, até sua demonstração, feita finalmente em 1994 pelo inglês Andrew Wiles, sem- 
pre foi um desafio intrigante para os matemáticos e até para muitos “curiosos” em matemá- 
tica. Seu enunciado é o seguinte: a equação x° + y* = z*, em que n é um inteiro maior que 2, 
não tem solução formada por ternos de números inteiros estritamente positivos. Naquela 
altura, já se sabia, de longa data que quando n = 2 o conjunto de soluções é infinito. 

E o próprio Fermat demonstrou o teorema para n = 4. Euler obteve uma demonstração, 
melhorada depois por outros, para n = 3. Por volta de 1825, Dirichlet, (que estava na faixa dos 
20 anos) e Legendre (que já passara dos 70 anos de idade), independentemente, obtiveram 
a demonstração para n = 5. E, em 1839, o francês G. Lamé (1795-1870) deu a demonstração 
paran=7. 

No dia 1º de março de 1847, em um reunião da Academia de Ciências de Paris, Lamé 
anunciou ter encontrado uma demonstração completa do teorema, atribuindo ao colega 
Liouville a ideia do método que usara. Mas, apontando erros na demonstração apresentada 
por Lamé, Liouville declinou da referência elogiosa feita a ele. Na verdade, Lamé fizera uso, 
equivocadamente, de uma generalização do teorema da unicidade da decomposição em fato- 
res irredutíveis primos da aritmética. 

Em outubro de 1847, o matemático alemão E. E. Kummer (1810-1893) demonstrou a 
validade do UTF para uma infinidade de expoentes primos, aos quais chamou de números 
regulares. De 1 a 100 só não são números regulares, os números 37, 59, 67. Em seu raciocínio, 
Kummer introduziu o conceito de número ideal, embora sem dar uma definição precisa. 
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A noção de ideal a ser introduzida nesta seção, foi concebida pelo matemático alemão 
R. Dedekind (1831-1916) com vistas à fatoração única no corpo dos números algébricos, 
ou seja, dos números complexos que são raízes de polinômios não nulos com coeficiente 
racionais. Como V2/2 e i, por exemplo, que são raízes de f(x) = 2x? - 1 e g(x) = x? + 1, res- 
pectivamente. O nome escolhido por Dedekind para o novo conceito foi uma homenagem 
dele a Kummer. 

O conceito de ideal, generalizado para anéis quaisquer, é, presentemente, um dos instru- 
mentos mais poderosos da Álgebra Moderna. E suas aplicações em áreas diversas como, por 
exemplo, no estudo de curvas algébricas, mostra sua grande abrangência matemática. 


5.6.1 Ideais em um anel comutativo 


O conceito de ideal pode ser introduzido em um anel qualquer, porém, devido aos obje- 
tivos deste trabalho, só o exploraremos no contexto dos anéis comutativos. Alguns exercícios 
envolvendo ideais em anéis não comutativos darão uma ideia da generalização do conceito. 


Definição 16 - Seja A um anel comutativo. Um subconjunto I c A, I + Ø, chama-se ideal 
em Å se, Vx, y E I e Va E A, se tiver: (i) x - y E I; (ii) ax E 1. 


| Exemplo 41 gg Se A indica um anel cujo zero é 0, então, obviamente, são ideais em A: {0,} e o pró- 
prio A. Estes são chamados ideais triviais do anel. 


| Exemplo 42 pm No anel Z os subconjuntos nZ = (0, +n, +2n, ...), qualquer que seja o inteiro n. Eviden- 
temente, para n= 0 e n= 1 obtém-se os ideais triviais. 


Tomemos dois elementos genéricos de x, y E nZ e um elemento genérico a E€ Z. Então, supondo que 
x= tm e y = sm, com s, t E Z, segue que x - y = (t - S)m e ax = (am, de onde x - y, ax E nZ. 


| Exemplo 43 pg O núcleo de um homomorfismo de anéis f: A > B é um ideal em A. (Lembremos que 
Ker(f) = {xE A| fW =03. 
Tomemos dois elementos genéricos de x, y E€ Ker(f) e um elemento genérico a E€ A. Como 
fx-D)=f0)-f0)=0,-0,=0,e f(a)=afl)=a-0,=0,, 


está provada nossa afirmação. 


| Exemplo 44 pm No anel A = Rº é um ideal o subconjunto /= {f: R > R | f0) = 0). 


Considerando-se que obviamente / é diferente do vazio, sejam f, g E I. Então: 
GF -DM=fMD-gM)=0-0=0 
e, portanto, f - g E I. Agora, se h E€ A e f E I, então: 
MACD = hg) = h0) -0 =0, 


o que garante que hf € /e, portanto, completa a demonstração de que / é um ideal em A = R. 
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Um ideal / num anel A certamente é um subanel de A. De fato, se x, y € I, então x - y € I, 
devido à definição de ideal, e xy € 1, também devido à definição, uma vez que, se x € |, então, 
x € A. Mas não vale a recíproca dessa propriedade. De fato, Z é um subanel de Q, como já 
vimos, mas não é um ideal em Q, uma vez que, por exemplo, 


lez 


Proposição 20 - Seja J um ideal em um anel comutativo 4. Então: 


i) 0€J(0=zero do anel); 

ii) Sea €J, então -a E€ J; 

iii) Se a, b €J, então a + b € J; 

iv) Se o anel possui unidade e se algum elemento invertível do anel pertence a J, então 
J=4. 


Demonstração 

(i) Seja a € J (lembrar que J + Ø, por definição). Logo, a - a E J, ou seja, 0 €J. 

(ii) Como 0 € (devido a (i)) e a é um elemento do ideal, então 0 - a = -a € J. 

(iii) Por hipótese, a, b € J. Mas, se b € J, então -b € J, como acabamos de ver. Logo, devido à 
definição, a -(-b) =a + b €J. 

(iv) Como J c A, basta mostrar que A c J. Para isso tomemos um elemento genérico a do anel. 
Obviamente a = a - 1 (1 = unidade do anel). Tomando-se um elemento invertível u € J, o que é ga- 
rantido pela hipótese, então, para algum v € A, uv = 1 (unidade do anel). Portanto: 


a=a-1=a(uv) = (avju. 


Observando-se que av € A e u E J, então a = (av)u E J. Se todo elemento de A pertence a J então 
AC), como queríamos demonstrar. 


5.6.2 Ideais gerados por um número finito de elementos 


Para quaisquer n elementos a, a, ~., a, (n > 1) de um anel comutativo A, indicaremos 
por (a, a, 4,) o seguinte subconjunto de A: 


(0,0, n A,) = {X;0, + x40, + 042,0, | Xyp Xy ox, A). 
Provemos que (a, a, „a ,) é um ideal em A. De fato: 
0=0a, + 0a, +... + 0a, E€ (a, a, a), 


e, portanto, esse conjunto não é vazio. 
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Seb ce(a,a,..a)entãiob=xa +..+xa ec=ya +... +ya,em queosx eosy, 
(1 < i< n) são convenientes elementos de A; observando que (x, - y) EA, (i=1,2,...,n) e que 
b-c=(x -y,)a, +. + (X, -y Ja, concluímos que b - c E (aa, ...,a ). 
Se b é um elemento de (a ,a,,... a ), digamos, b = x,a, + ...+ x a , e se c E A, então: 
rz n E a l n n 


cb=(cx)a +..+(cx)a E (a, A, -u A) 


n 


pois cada um dos produtos cx, pertence a A. 


Definição 17 - Se A é um anel comutativo e S = {a,, a, ..„ a} C A, então o ideal (a a, .. a) 
introduzido nas considerações anteriores, é chamado ideal gerado por S (ou pelos elemen- 
tos de S). O ideal gerado por um conjunto unitário (a) é chamado ideal principal gerado por a. 
Se todos os ideais de um anel comutativo são principais, então esse anel recebe o nome de 
anel principal. 


| Exemplo 45 e O anel Z é principal. Seja / um ideal em Z. Se /= (0), então é imediato que / é principal, 
pois (0) = (x: 0| x € Z} = (0). Se / + (0), então / possui um elemento não nulo a e, portanto, -a €E /. Como 
um desses dois elementos (a ou -a) é estritamente positivo, então A possui elementos estritamente 
positivos, o menor dos quais indicaremos por b. Nosso propósito agora é provar que /= (b), o que con- 
cluirá a justificação. 

Como b E /, então (b) c /. Para demonstrar a inclusão contrária, tomemos um elemento genérico m E / e 
apliquemos o algoritmo euclidiano ao par formado por esse elemento, como dividendo, e b, como divisor. 
Se q é o quociente e ro resto: 


m=bg+r(0<r<ãh). 
Segue dessa igualdade que: 
r=m -bq 
e, portanto, que r € /, uma vez que m, b E /e /é um ideal. Mas, como b é o menor inteiro estritamente 


positivo que pertence a /e r< b, não se pode ter r> 0. Logo, r= 0 e, portanto, m = bq, o que mostra que 
m E (b). Portanto, / c (b). 


As duas inclusões demonstradas garantem que /= (b). 


SGU" Vamos mostrar que o conjunto /= (xe Z | 9 divide 21x) é um ideal em Z e encontrar 
seu gerador. 


O número 0, por exemplo, pertence a /, pois 9 | 0. 


Sex y E I, então 9 | 21x e 9 | 21y e, portanto, 9 é divisor de 21x - 21y= 21(x - y), igualdade que mostra 
que (x-y) El. 
Se x E | então 9 | 21x e daí segue que 9 | 21(ax), qualquer que seja a € Z, ou seja, ax € l. 


Sendo um ideal em Z, então / é gerado pelo menor de seus elementos estritamente positivos. Uma verifi- 
cação direta mostra que esse elemento é o número 3. Portanto, /= (3). 
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Proposição 21 - Seja 4 um anel comutativo com unidade. Então 4 é um corpo se, e 
somente se, os únicos ideais de A são os triviais ((0) e 4). 


Demonstração 

(>) Seja J + (0) um ideal em A. Com essa suposição, resta-nos demonstrar que J = A. Para isso 
tomemos a EJ, a + 0, que é invertível, por A ser um corpo. A igualdade desejada, J = A, é então uma 
consequência da Proposição 20, parte (iv). 

(+) Temos de provar apenas que todo elemento de A, não nulo, é invertível. Para tanto, seja 
a E A, a + 0, e consideremos o ideal J = (a). Como J + (0), pois a E J, então J = A e, portanto, 1 EJ. 
Dessa relação segue que 1 = ax, para um conveniente x, E€ A. De onde, a é invertível. 


5.6.3 Operações com ideais 


Interseção 


Se I e J são ideais em A, então I N também é um ideal em A. De fato: 


e como 0 El7e0 €J, então 0 El1NJ; 

e sex, y EINJ, então x, y Elex, y EJ. Segue daí que (x - y) E I e (x - y) E J e, portanto, 
-EINS 

e sejamxEINJea EA. Então x E 1l,x EJ e, portanto, ax €E I e ax E J. De onde, ax E I AJ. 


Proposição 22 - Se I e J são ideais em 4, então IN J é o “maior” ideal contido em Te em J. 
(No enunciado, “maior” significa que todo ideal contido em 7 e em J também está contido 
emIn]J) 


Demonstração - Seja L um ideal em A contido em 7 e em J. Portanto, sex E L, entãoxElexEJe, 
por conseguinte, x E I N J. Se todo elemento de L pertence também a I NJ, então L c IAJ. 


Adição 
Sejam 1 e J ideais em um anel comutativo A. A soma desses ideais é o subconjunto de A, 
indicado por I + J, e assim definido: 


I+]J=(x+y|xeleyegp. 


Vamos mostrar que I + J também é um ideal em A e, portanto, que a lei que associa a cada 
par de ideais de um anel sua soma é uma operação no conjunto de todos os ideais desse anel. 

Como0ele0epentão0=0+0€1+]. 

Ser, s E I + J, então r = x, +y, € s =x, + y, para elementos convenientes x, x, E I e y, y, EJ. 
Então r - s = (x; - xX,) + Ç, -y,) E I + J, uma vez que (x - x,) E I e (y, -y,) EJ. 
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Sejam tE I +Jea €A. Então t=x +y (x E1,y EJ) e at= ax + ay. Como ax E I e ay E J, então 
atel+]. 


Proposição 23 - Se I e J são ideais em um anel comutativo A, então: (i) Z + J contém Te J; 
(ii) Z + J é o “menor” ideal em A com essa propriedade. (No caso, “menor” significa que todo 
ideal em A que contém 7 e contém J também contém 1 + J.) 


Demonstração 

(i) Seja x E I. Como x =x + 0 e 0 E J, então x E I + J. Esse raciocínio mostra que I + J > I. De maneira 
análoga se prova que 1 +J >J. 

(ii) Seja L um ideal em A tal que L > I e L > J. Devemos provar que todo elemento de I + J tam- 
bém é elemento de L. De fato, se r E I + J, então r = x + y (x E I, y E€ J). Como L > I, então x E L; e como 
L >J, então y E L. Logo, x +y =r EL. 


| Exemplo 47 pm Nosso objetivo aqui é determinar a soma de dois ideais em Z. Como todo ideal em Z é 
principal, então devemos determinar d na igualdade: 

(a) + (b) = (d), 
dados a, b € Z. Observemos primeiro que, como a= 1 - a + 0 - b, então a E (a) + (b) = (d). Logo, a = td, 
para algum inteiro t, e, portanto, d | a. Analogamente se demonstra que d | b. 


Como, por outro lado, d € (a) + (b), então pode-se representar d assim: d= ra + sb, em ques, s E Z. 
Dessa igualdade decorre que todo divisor de a e b também é divisor de d. 


Então o inteiro d goza das seguintes propriedades: (i) é divisor de a e b; (li) todo divisor de a e b é 
também seu divisor. De onde, d = mdc(a, b) ou d = -mdc(a, b). 


Por exemplo: 
(2) + (3) = (1) =Z, 


pois mdc(2, 3) = 1. 


5.6.4 Ideais primos e maximais 
Definição 18 - Seja P um ideal em um anel comutativo 4. Diz-se que P é um ideal primo 


seP+AeseVa,b €E€P,ab €P implica a EP ou b EP. 


SGU: No anel Z o ideal /= (0) é primo, pois, se ab €E /, isto é, se ab = 0, então a = 0 ou b= 0, 
ou seja, a E / ou b E I. Obviamente o mesmo ocorre com um anel de integridade qualquer. 


O ideal 2Z é primo em Z. De fato, se ab € 27, então 2 | ab e, portanto, como 2 é primo, 
2 | aou 2 | b. De onde, a € 2Z ou b € 27. 
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No anel produto direto Z x Z o ideal /= (0) x Z é primo. De fato, se (a, b), (c, d) são 
elementos de Z x Z tais que (a, b) (c, d) = (ac, bd) € (0) x Z, então ac = 0 e, portanto, a = 0 ou c = 0. 
De onde, (a, b) € (0) x Z ou (c, d) E (0) x Z. 


Definição 19 - Seja M um ideal num anel comutativo A. Diz-se que M é um ideal maximal 
se M + A e se os únicos ideais em 4 que contêm M são o próprio M e A. 


CAm - 27 é um ideal maximal em Z. De fato, se / é um ideal em Z que contém 2Z propria- 
mente, então / possui um número ímpar 2t + 1. Mas, como 2t €E /, pois 2t pertence a 2Z e / > 27, 
então (2t + 1) - 2) = 1 E€ /. De onde, /= Z. 


[EEE No anel produto direto A = Z x Z é maximal o ideal 27 x Z. Para provar essa afir- 
mação, seja / um ideal em A que contém propriamente 27 x Z. Então / possui um elemento do tipo 
(2r + 1, s), em que r, s E€ Z. Mas, como (2r, s - 1) E |, porque pertence a 27 x Z, que é uma parte de /, 
então (2r + 1, s) - (2r, s - 1) = (1, 1) € /. Como a unidade do anel pertence a /, então /= Z x Z. 


Proposição 24 - Todo ideal maximal em um anel comutativo com unidade é necessa- 
riamente um ideal primo. 


Demonstração - Seja M um ideal maximal em um anel comutativo 4. Da definição de ideal maximal 
decorre diretamente que M + A. Basta provar que, se a, b são elementos de A tais que ab E€ M, então 
a E Mou b E M. Suponhamos que a É M e consideremos o ideal 1 = (a) + M. Observemos que, devido 
à Proposição 23,12 M. 

Como, porém, a € l, poisa=1-a+0e0€M,e estamos supondo que a É M, então I contém 
propriamente M e, portanto, I = A. Isso implica que a unidade de A pode ser escrita assim: 


l=ra+m, 


em que r e m são convenientes elementos de 4 e M, respectivamente. Multiplicando-se os dois 
membros dessa igualdade por b: 


b=r(ab) + bm, 


igualdade que mostra que b E€ M, posto que tanto ab como m são elementos de M. 


Contraexemplo 6 - O ideal (0) x Z é primo em Z x Z, como já mostramos (Exemplo 50), mas não é 
maximal. De fato, é só observar que 27 x Z é também um ideal em Z x Z, que 27 x Z contém propria- 
mente (0) x Z e que, obviamente, 272 x Z + Z x Z. 


Esse contraexemplo mostra que a recíproca da Proposição 24 não é verdadeira. 
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Exercícios | 
84. Verifique se são ideais: 


85. 


86. 


87. 


88. 
89. 
90. 


a) (0, Z 4} no anel La 

b) mZ no anel Z, em que m E Z; 

c) mZ xnZ no anel Z x 7, em que m, n E Z; 

d) {x € Z | mdc(x, 5) = 1} no anel Z; 

e) {x € Z | 25 divide 35x} no anel Z; 

f) {x€ Z |x divide 24} no anel Z; 

g) {x € Z | 6 divide x e 24 divide x?) no anel Z; 

h) Z noanel (Q, 9, 0)emqueaBb=a+b-1eaQOb=a+b-ab Va be Q; 

i) 2Z no anel (Z, +,-) em que a adição é a usual e a - b = 0, para quaisquer a, b E Z; 

» {f: R > R | f(0) = 0} no anel R?. 

Sendo A um anel (eventualmente não comutativo), dizemos que I c A e I + Ø é um ideal : 
à esquerda em A se, e somente se: : 


(Yx, y) (xEleyel=>x-yE€ENDe(Vx, z) (xEAezel>xzED. 


Verifique se são ideais à esquerda em M (R): 


a 0 a 0 
aj L- E p)lobER]; o L= i ojla beR]; 
b) L=|? lab ceR; d) rele la ver], 
2 č E 0 0 
Mostre que é um ideal em A (anel comutativo) o conjunto dos seus elementos nilpo- ; 


tentes. Sugestão: Para mostrar que esse conjunto é fechado para a subtração, tomando : 
x e y nilpotentes e tais que x'=y* = 0, considere (x - y)" +S. : 


Descreva os seguintes ideais principais: 


a) (2)emZ,; e) 3)emZ,; 
b) (-5) em Z; f) (2)em 27; 
c) [5 em Q; g) [5] em R; 
d) (VZ) em R; h) (1 - i) em C. 
Determine todos os ideais de Z,. 


Mostre que todos os ideais em um anel Z são principais. 

a) Seja I um ideal do anel comutativo A. Prove que 
J-=txeA|x-i=0,VieTl é um ideal de 4. 

b) Determine J no caso A = Z,,€ 1 = (2). 
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91. Sejam 4 um anel e J um ideal à esquerda. Seja M o conjunto de todos os x E A tais que : 
xJ = {0}. Mostre que M é um ideal em A. (xJ = {xj |j €J).) : 
92. Seja A um anel comutativo. Dados a €E A e b E A, dizemos que “a é associado a b” quando A 
a | b eb | a, ou seja, quando ar, be A tais que b = ar e a = br. 
a) Prove que “a é associado a b” equivale a “os ideais (a) e (b) são iguais”. 
b) Quais são os elementos associados a 5 no anel Z? 


93. Sejam a, b, c elementos do anel de integridade Z. Mostre que, se a = bc e b + ta, então 
(a) & (b). 

94. Sejam 1 = (a) e J = (b) ideais em um anel comutativo com unidade 4. Mostre que 1. J = : 
={xy |x€EIey EJ} é um ideal em A e1- J= (ab). : 

95. Sejam [e J dois ideais do anel A. Mostre que, se In J = (0), então xy = 0, para todo x E I À 
etodoy EJ. : 


96. Se (1), é uma família de ideais em um anel A, mostre que N I, é um ideal em A. 


97. a) Dê um exemplo de dois ideais I e J em um anel A de modo que I U J não seja ideal em A. 
b) Sel CI,CI,C.. é uma sequência de ideais em A, mostre que UZ é um ideal em 4. : 


98. Seja 4 um anel com as operações + e -. Mostre que: 

a) A x Z é um anel em relação às operações Q e O assim definidas: 
(am &B(bn)=(a+bm+n) 
(a,m) O (b, n) = (ab + mb + na, mn) 

b) A x (0) é um ideal em A x Z. 

c) A aplicação f: A > A x (0) tal que f(x) = (x, 0) é um isomorfismo. 

99. Sejam 1 = (a) e J = (b) dois ideais em Z. Mostre que 1 N J = (mmc (a, b)); em seguida ; 
determine (12) N (21) e (12) + (21). : 
Resolução: Lembremos que m é mmc(a, b) se, e somente se, alm, bm; aļm e : 
b|m > m|m'; m > 0. Provemos que (a) N (b) = (m). Sendo x um elemento qualquer de : 
Z, temos: 


Wanoa! VMF sagrei 
xE(b)eb|x 


Portanto, (a) N (b) S (m). Ou seja (a) N (b) = (m). 


Por outro lado, como já vimos (Exemplo 47), se d = mdc(a, b), então (a) + (b) = (d). 
Em consequência do exposto: 

(12) N (21) = (mmc (12, 21)) = (84). 

(12) + (21) = (mdc (12, 21)) = (3). 
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101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 

108. 
109. 
110. 
111. 
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Sejam a, b e c elementos fixados de um anel A. Prove que (a, b, c} = {ax + by + cz | : 
X, y, Z E A) é um ideal em A. Em seguida, determine m E Z tal que (12, 20, 28) = (m) : 
no anel Z. 


Seja f um homomorfismo do anel A no anel Æ’. Mostre que, se I e J são ideais em A, : 
então f (I + J) = f(D + fU). 

Seja 1 um ideal no anel A e a um elemento fixo de 4. Mostre que o conjunto (J, a) = : 
{i+ ra | i € Ier EA} é ideal em A. Determine, no caso 4 = Z, o ideal ((4), 6). 


No anel Z considere o ideal 1 = (3). Mostre que o único ideal em Z que contém pro- : 
priamente I é o próprio Z; generalize esse resultado. 


Sejam a, q, ..., a E A. Supondo A um anel comutativo com unidade, mostre que : 
(a, a, a) é o menor ideal em 4 que contém (a, a, .. a} 

Seja a um elemento idempotente de um anel A comutativo com unidade. Mostre que i 
A= (a) + (1 - a) e que (a) Nn (1 - a) = {0}. : 
Mostre que um anel comutativo com unidade A é anel de integridade se, e somente ; 
se, (0) é primo. : 
Dê exemplos de ideais primos e não maximais. 

Seja a + O um número inteiro. Prove que (a) é primo em Z se, e somente se, a é primo. ; 
Se 7 é um ideal no anel A e se P é um ideal primo em /, então P é um ideal em A. Prove. ; 
Mostre que todo ideal primo P + (0) em Z é maximal. 

Mostre que é maximal em A = R* o ideal M = {f € A | f(1) = 0}. 

Sugestão: raciocine por redução ao absurdo. 


Exercício complementar 


C8. Seja 4 o subanel de Rº formado pelas funções infinitamente deriváveis. Seja J, (com : 
n E€ N) o subconjunto de A constituído pelas funções f tais que todas as suas derivadas, : 
até a de ordem n, anulam-se em 0, ou seja: 


L=SEA|DYF(O)=0,Vk0<k<n) 


Mostre que J, é um ideal de A. 


O O O COLOCO LCLLLCLLCLLCLOCOLCCLCCOLCLOLCOLCCLCLLCCCLCCCCCCC CLEO sas. 


5.7 


ANÉIS QUOCIENTES 


Seja 7 um ideal em um anel comutativo A. Conforme já vimos (seção 5.6.2), I é um suba- 


nel de 4 e, portanto, um subgrupo do grupo aditivo 4. E como esse grupo é comutativo, então 


I é um subgrupo normal de (A, +). Logo, tem sentido considerar o grupo quociente A/I, cujos 
elementos são as classes laterais a + I (a € 4) e cuja adição é definida por (a + I) + (b + D = 
= (a + b) + I (a, b E A). Lembremos que o elemento neutro de A/I é a classe 0 + I = I e que o 
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elemento oposto de uma classe a + I é a classe (-a) + I. A proposição que segue mostra que o 
grupo A/I pode se converter em um anel de uma maneira muito natural. 


Proposição 25 - Seja I um ideal em um anel comutativo A. Considerando-se 1 como 
subgrupo normal de 4, então o grupo quociente 4/I torna-se um anel comutativo, defi- 
nindo-se a multiplicação em A/I assim: 


(a +1 (b +T) = (ab) + 1. 


Demonstração - Primeiro é preciso demonstrar que essa multiplicação está bem definida, ou seja, 
que não depende dos elementos de A usados na representação das classes. Para isso, suponhamos 
a+l=a,+leb,+I=b,+[emostremos que 
ab +I=a,b,+1. 

De a,+ I = a, + I segue que a, - a, E I e, analogamente, de b, + I = b, + I segue que b, - b, E I. 

Portanto, levando-se em conta que 7 é um ideal em A: 
bia aE eta (bible 
Logo: 
[b (a, -a)+a,(b,-b,)]=(a,b,-a,b,) ET. 
Isso significa que a,b, + I = a,b, + I, como queríamos mostrar. 
Falta provar as propriedades da multiplicação necessárias para completar a estrutura de anel 


comutativo em A/I. Dado que o raciocínio é o mesmo sempre, nos ateremos a demonstrar a distri- 
butividade da multiplicação em relação à adição. Para isso, sejam a, b, c E A. Então: 


(a + DEC + 1) + (c + 1)] = (a + Cb + c) + 1] = [a(b+c)]+1=(ab+ac)+1= 
= (ab + I) + (ac +I) = (a + I)(b +I) + (a +I)(c +I) 


Contraexemplo 7: Se A possui unidade e J é um ideal em A, então o anel quociente A/J também 
possui: é a classe 7 + J (1 = unidade de A). De fato, (a + N) 1 +D)=a1l+J=a+J. 


Mas A/J não é necessariamente um anel de integridade quando A é um anel de integridade. Para mos- 
trar isso, consideremos o anel de integridade Z e o ideal J= (6) nesse anel. As classes 2 + Je 3 + Jsão 
diferentes do zero do anel quociente, que é a classe 0 + J= J. De fato, se, por exemplo, 2 + J= J, então 
2 E J, o que não ocorre. No entanto, (2 + J) (3 + J) =6 + J = J, umavezque6EJ)Ouseja,2+Je 
3 + J são divisores próprios do zero em Z/J. 


Proposição 26 - Sejam A um anel de comutativo com unidade e J um ideal em A. Então: 
(i) J é um ideal primo se, e somente se, A/J é um anel de integridade; (ii) J é um ideal maximal 
se, e somente se, A/J é um corpo. 


278 Álgebra moderna 


Demonstração 

(i) (>) Basta provar que A/J não possui divisores próprios do zero. Para isso, sejam a + J, 
b +J E€A/J.Se (a +J)(b +J) =ab +J=J (zero do anel quociente), então ab E J e, como J é primo, então 
a EJ ou b EJ. Mas isso significa que a + J = J ou b + J = J (zero do anel quociente A/J). Portanto, A/J 
não possui divisores próprios do zero, como queríamos demonstrar. 

(—) Sejam a, be A tais que ab E J. Então ab + J = (a + J) (b + J) =J (zero de A/J ). Mas, como A/J 
é, por hipótese, um anel de integridade e, portanto, não possui divisores próprios do zero, então 
a+j]=]oub+]=J, ou seja,a € Jou b EJ. Portanto, J é um ideal primo. 

(ii) (=) Basta provar que todo elemento a + J + J é invertível. Dessa desigualdade segue que 
a É Je, portanto, (a) + J = A. Então a unidade de A pode ser escrita assim: 1 = ab + m, para algum 
b E A e algum m EJ. Daí, 1 - ab = m E J e, portanto: 

WE SE EOE; 

o que mostra que b + J é o inverso de a + J no anel quociente A/J. 

(-) Sendo A/J um corpo, então J + 4. De fato, se J = A, então A/J = {J}, e isso é incompatível com 
a hipótese de A/J ser um corpo. Falta provar que o único ideal que contém J propriamente é 4. Para 
tanto, denotemos por K um ideal em A tal que K > J e K + J e consideremos um elemento a E K - J. 
Como a ¢J, então a + J +J, ou seja, a + J é um elemento não nulo de A/J e, portanto, tem um inverso 
b + J no anel. Daí, (a + J) (b + J) = 1 + J, igualdade que tem como consequência que ab - 1 E J. Logo, 
ab - 1 E Ke, como a E K, então 1 E K. Dessa relação segue que K = 4. Ou seja, o único ideal que 
contém J propriamente é A e, portanto, J é maximal. 


Proposição 27 - Seja 1 um ideal em um anel comutativo A e consideremos a aplicação 
u: A > A/I assim definida: u(a) = a + I, para cada a E A. Então u é um homomorfismo sobre- 
jetor de anéis cujo núcleo é 1. 


Demonstração - Se a, b E A, então: 


* ula+b)=(a+b)+1=(a+1)+(b+1)=u(a)+u(b); 

* u(ab) = (ab) + I= (a + T) (b + 7) = (a) u(b), o que demonstra que u é um homomorfismo. 

Ademais, se y E A/I, então y = a + I, para algum a E A. Tomando-se x = a, então u(x) = u(a) = 
=a + l= y. Com isso fica demonstrado que ų é sobrejetora. 

Por outro lado, se a E 4, então: 

e ae N(f) seesomentese, u(a)=a+1I=I; 


se, e somente se, a EI. 


De onde, N(f) = I, como queríamos provar. 
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Definição 20 - Seja / um ideal em um anel comutativo A. Então o homomorfismo p: A > A/I 
introduzido na proposição anterior e definido por u(a) = a + I, para cada a E A, é chamado 
homomorfismo canônico de A sobre A/I. 


Proposição 28 (teorema do homomorfismo para anéis) - Seja f: A > B um homomor- 
fismo sobrejetor de anéis. Se I = N(f), então o anel quociente A/I é isomorfo a B. 


Demonstração - O primeiro passo é descobrir um isomorfismo, digamos, de A/I em B. Como um 
elemento genérico de A/I é do tipo a + I (a E 4) e um elemento genérico de b do tipo f(a) (a E A), 
pois f é sobrejetor, o bom senso recomenda que se experimente a correspondência 


a+1>f(a). 
E trata-se efetivamente de uma aplicação, inclusive injetora, pois: 


e a+l=b+I se esomentese,a-bEl; 
se, e somente se, f(a - b) = O (zero de B); 
se, e somente se, f (a) - f(b) = 0; 
se, e somente se, f(a) = f(b). 


Chamando-se essa aplicação de o, então, para qualquer a E A, o(a + 1) = f(a). Mostremos agora 
que o é um homomorfismo de anéis. 


e o((a+D+(b+D=o((a+b)+D=f(a+b)=f(a) + f(b) = o(a + D + o(b + D; 
* o((a + D(b + I) = o((ab) + 1) = f(ab) = f(a)f(b) = o(a + 1) + o(b + D. 


Deixamos como exercício a demonstração de que o é sobrejetora. 


Seja f: A > Bum homomorfismo sobrejetor de anéis e denotemos por 1 o núcleo de f. Con- 
sideremos ainda o anel quociente A/I, o homomorfismo canônico u: A > A/I e o homomorfismo 
o: A/I > B, introduzido na proposição anterior. O diagrama de anéis e homomorfismos 


H o 
Vi 


sugere a possibilidade de uma fatoração de f através de A/I. Efetivamente isso ocorre, pois, 
para qualquer a EA: 


(oou) (a) = o(u(a)) = o(a + 1) = f(a) 


e, portanto: 


f= oop. 
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EATE- Consideremos um inteiro m> 1. Como já vimos (Exemplo 25), a aplicação p,; Z » Z 


definida por p, () =7, para cada r E Z, é um homomofismo sobrejetor de anéis. Vimos também (Exem- 
plo 29) que N(p,) = (0, +m, +2m, ..) = (m). Portanto, Z/(m) = Z 


2 4 12 4 
CAm Consideremos a correspondência Z,, -» Z, definida como: “a » a ,emque a e q, 
são, respectivamente, as classes de restos módulo 12 e 4, determinada por a € Z. Essa correspondência 
pode ser assim visualizada: 


ua 
0>0 
2a 
151 
a za a 
2+2 10>10= 2 
Roa Raa 
3-3 non=3 


Mostraremos que essa correspondência, na verdade, é um homomorfismo sobrejetor de anéis, que seu 
12 
núcleo é /= (A) e que, portanto, Z, /I é isomorto a Z, 


2 12 
Primeiramente mostremos que a correspondência dada é uma aplicação. De fato, se 3 =D, 


à 4 
então 12 | (a - b) e, portanto, 4 | (a - b): logo, 3 = D . Seja f o nome dessa aplicação. Então: 


12 12 


* f é sobrejetora pela própria maneira como é definida. Então f é um homomorfismo sobrejetor 
de anéis. 


12 4 4 
Por outro lado, a EN(/) se e somente se, a = b 


se, e somente se, 4 | a. 
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112. 


113. 


114. 
115. 


116. 
117. 


118. 


119. 


120. 


121. 


Construa as tábuas do anel quociente A/I nos casos seguintes. 
a) A=Zel=(2) 

b)4=Zel=(4) 

c) 4=Zel=(m) 

d) A é um anel qualquer e 1 = (0) 

e) A é um anel qualquer e I = A 

f) A=7Z,xZel=7Z,x27 

g) 4=Z,el=(2) 

h) A = Z, e I = N(A) = conjuntos dos elementos nilpotentes de A. 
Construa as tábuas dos seguintes anéis quocientes: 

Z/8) e (Z, x ZJ/MA, 0). 

Prove que 27 x 37 é um ideal em Z x Z. Determine: (Z x Z) / (27 x 37). 


Quais são os possíveis anéis quocientes no corpo R dos números reais? 
Sugestão: Lembrar da Proposição 21. 


Mostre que, se 4 possui unidade, então A/I também possui. 


Mostre que a + I E€ A/I é invertível (supondo A com unidade) se, e somente se, 3 r € A de ; 
modo quea-r-1€1. : 
Resolução: (—) Suponhamos que o inverso de a + I seja r + I. Então, (a + D(r+1)=1+1; ; 
daí, ar + I= 1+ I e, portanto, ar- 1 E1. 

(-) Se existe r € A tal que ar - 1 E I, então ar + I = (a + I) (r + I)= 1 +I ea + Ié invertível. ; 
Dê um exemplo de anel de integridade A e de ideal 1 em A tal que A/I não seja de ; 
integridade. : 
Resolva o mesmo exercício quando A é um corpo. 

Sendo 7 o ideal constituído pelos elementos nilpotentes de um anel 4, mostre que I é f 
o único elemento nilpotente de 4/1. : 
Resolução: Seja a = a + I um elemento nilpotente de A/I. Temos: 
ganeN|@=0>@=0> “el>ImeN|(a)=0>0"=0>5 acIl>a=a+]=]1. 
Dado o homomorfismo f: Z > Z, definido por f(m) = m: 

a) construa o núcleo de f; 

b) determine o homomorfismo canônico de Z em Z/N(f). 

Seja A um anel comutativo e n, n > 0, um número natural dado. 

a) Prove que K = {n - a | a E A} é um ideal em A. 

b) Prove que a característica de A/K divide n. 
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122. Seja S um conjunto não vazio e A um anel de integridade. 
a) Mostre que 4=(f | f: S > A} é um anel comutativo para as operações definidas ; 
por (f + 9) (x) = f(x) +g) e A = fl) 90), Yf,g EA eYxES. 
b) Para um elemento s E S, seja 1 = {f € 4º | f(s) = 0); mostre que I é um ideal primo : 
em A5. ? 
Nota: O anel 4º é chamado anel das funções de S em A. 
128. Seja Z um ideal em um anel comutativo A. Mostre que A/I tem unidade se, e somente : 
se, existe e E A tal que ae - a E I, qualquer que seja a E 4. : 


Exercício complementar 


C9. Seja A um anel. Sejam I e J ideais em A tais que J c I. Mostre que a aplicação f: A/J > A/I : 
que leva a +J ema + l, Va E A, é um homomorfismo de anéis. 


meee eocecocooocooooooooooooooooooooooooooooooococooocoooooooooooocooooococoooooooooooooooo 


5.8 ORDEM EM UM ANEL DE INTEGRIDADE 


5.8.1 Anéis de integridade ordenados 


A relação de ordem usual no conjunto Z dos inteiros é “compatível” com as operações 
de Z no sentido de que são verdadeiras as propriedades “se a < b, então a +c < b + œ” e 
“se a < b e c > 0, então ac < bc”. Essa compatibilidade não ocorre, por exemplo, quando se 
considera Z ordenado pela relação de divisibilidade. De fato, embora se verifique no que se 
refere à multiplicação, o mesmo não acontece quanto à adição, pois, por exemplo, 3 divide 6, 
mas 3 + 2 = 5 não divide 6 + 2 = 8. A definição que segue tem por objetivo postular as condi- 
ções que devem caracterizar a “compatibilidade” de uma relação de ordem com as operações 
de um anel. 


Definição 21 - Consideremos um par ordenado constituído de um anel de integridade 
(A, +, +) e uma relação de ordem total < sobre A. Nessas condições, diz-se que (A, +, +, <) é um 
anel de integridade ordenado quando os seguintes axiomas se cumprem: 


(0,) Quaisquer que sejam a, b, c E A, se a < b, então a + c < b + c, 
(0,) Quaisquer que sejam a, b, c E A, se a < b e 0 < c, então ac < bc. 


Em várias proposições a serem demonstradas, a hipótese de que A é um anel de integri- 
dade poderia ser substituída por uma mais geral (anel comutativo com unidade, por exem- 
plo). Mas, visando às situações mais importantes, e para não picar muito o raciocínio, as 
proposições serão sempre enunciadas para anéis de integridade. 

Os axiomas O, e O, caracterizam, respectivamente, o que se entende por compatibilidade 
da relação de ordem com a adição e com a multiplicação. 
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Vale observar ainda que, embora, pela definição dada, um anel de integridade ordenado 
seja um sistema (A,+, *, <), que obedece às imposições da Definição 21, muitas vezes, suben- 
tendidas as operações e a relação de ordem, e para simplificar a linguagem, usaremos 
expressões como “o anel de integridade ordenado A”, “seja A um anel de integridade orde- 
nado”, ou mesmo, apenas, “anel ordenado” para designar esse novo objeto matemático. 


| Exemplo 55 am Os anéis de integridade Z, Q e R são anéis de integridade ordenados no que se refere 
à ordem usual < 


5.8.2 Propriedades imediatas de um anel de integridade ordenado 


Nas considerações que seguem usaremos, como é praxe, as seguintes notações: 


, 


> b para indicar queb <a 
a< bea +b; a> b para indicar que b < a. 


a < b para indicar que 


Proposição 29 - Em um anel ordenado (ou seja, anel de integridade ordenado), são equiva- 
lentes as afirmações: 


(i) a < b; (ii) a - b < 0; (iii) -b < - 


Demonstração 

(i) > (ii) Devido a (0,), de a < 

(ii) > (iii) Por hipótese a - b < 
De onde, -b < - 

(iii)> (i) Para a demonstração, neste caso, é só somar (a + b) a cada um dos membros de 
-b < -a, o que é permitido, mais uma vez, por (0). 


b segue que a +(-b) < b +(-b). Portanto, a - b < O 
0. Dessa relação segue, devido a (0), que (a - b)+(-a) < 0 + (-a). 


Proposição 30 - Seja A um anel ordenado. Então, para quaisquer a, b, c € A: 
(i) sea+c<b+centãoa< b. 
(ii) a < b se, e somente se,a +c < b +c. 


Demonstração 

(i) Da hipótese, a + c < b + c, segue, devido a (0,), que (a + c) + (-c) < (b + c) + (-c). Então 
a + [c + (-c)] < b + [c + (-c)] e, portanto, a + 0 < b + 0. De onde, a < b. 

(ii) (=) Por hipótese, a < b, ou seja, a < b e a + b. Então, devido ao axioma (0,),a +c < b + c. 
Como não se pode ter a + c = b + c, pois isso acarretaria a = b, então a + c < b + c. 

(-) Por hipótese, a + c < b + c. Então a +c < b + cea +c +b +c. Mas dea +c < b + c decorre, 
como vimos em (i), que a < b. Como não se pode ter a = b, pois essa igualdade acarretaria a + c = 
b + c, o que contraria a hipótese, então a < b. 
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Corolário - Num anel ordenado, são equivalentes as afirmações: (i) a < b; (ii) a - b < 0; 
(iii) -b < -a. Em particular são equivalentes as condições: (a) O < a; (b) -a < 0. 

A demonstração será deixada como exercício. O raciocínio é o mesmo usado na demons- 
tração da Proposição 29, o que é lícito fazer devido à parte (ii) da proposição anterior. 


Proposição 31 - Sejam a, b, c elementos de um anel ordenado. Então: a < c sempre que 
(Da<beb<c(i)a<beb<cou(ii)a<beb<c. 


Demonstração - Demonstraremos essa proposição apenas no caso da hipótese (iii). Nos demais 
casos, a demonstração é análoga. 

Por hipótese, a < b,a + b e b < c, b + c. Então, devido à transitividade da relação de ordem: 
a < c. Suponhamos que se pudesse ter a = c. Então c < b e b < c e, portanto, como a relação de 
ordem goza da propriedade antissimétrica, b = c, o que é absurdo. Logo, a < c e a + c, ou seja, a < c. 


SC ET — Mostrar que em um anel ordenado A não pode ocorrer nenhuma das seguintes situa- 
ções: (a) a, < b, e b, <a; (b) a, <b, eb <a. 

De fato, tanto no primeiro caso como no segundo teríamos, como consequência, que a, < a, o que 
é impossível. 


Proposição 32 - (“adição de desigualdades”): Seja A um anel ordenado. Se a,, a,, ~. A» 


b by = b, EAea,< b, (i=1,2,..,n;n > 1), então: 


p 
a, +, tata <b+b,+..+b. 

Se, ademais, a, < b, para algum índice r (1 < r < n), então: 

d tatata <b D+ tb; 


Em particular, se a < b (a < b) e n é um inteiro > 1, então n +a <n-b(n»+a<n-+b). 


Demonstração - Faremos a demonstração para n = 2. No caso geral, procede-se por indução sobre 
n, estendendo-se o raciocínio que será feito aqui. 

Por hipótese, a, < b, e a, < b,. Somando-se a, aos dois membros de a, < b, e b, aos dois 
membros de a, < b, o que é permitido por (0,), obtêm-se as desigualdades a, + a, < b, + a, e 
a, + b, < b, + b,. Então, devido à transitividade da relação de ordem: a, + a, < b, + b,. 

Suponhamos que, por exemplo, a, < b, e a, < b,. Então, devido ao resultado que acabamos de 
demonstrar, válido neste caso, pois a, < b, e a, + b„: a, + a, < b, + b,. Mas de a, < b, decorre que 
a, +a, <a + b, Assim, se a, + a, = b, + b, então b, + b, < a, + b, e, portanto, b, <a, o que não é 
possível, pois, por hipótese, a, < b,. Logo, a, + a, + b, + b,e, por consequência, a, + a, < b, + b,. 


Proposição 33 - Se a < b e 0 < c, então ac < bc. Mais: ac = bc se, e somente se, c = 0 e, 
portanto, ac < bc, sempre que c > 0. 
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Demonstração - Como a < b, então a < b. O axioma (0,) garante então que ac < bc. Suponhamos 
ac = bc. Então ac - bc = 0 e, portanto, (a - b) c = 0. Como estamos num anel de integridade e a + b, 
então c = 0. Por outro lado, é imediato que, se c = 0, então, ac = bc. 


Corolário - Se a < b e c < 0, então bc < ac. Mais: ac = bc se, e somente se, c = 0 e, portanto, 
bc < ac sempre que c < 0. 


Demonstração - Como c < 0, então 0 < -c. A proposição anterior garante então que a(-c) < b(-c), 
ou seja, que (ac) < -(bc). Mas então, em virtude da Proposição 29, bc < ac. Para justificar a se- 
gunda parte, o raciocínio é análogo ao usado na demonstração anterior. 


Proposição 34 (regra de sinais) - Num anel ordenado, ab > 0 se, e somente se, a > 0 e 
b >0oua< 0 eb <0. (Isto é, ab > 0 se, e somente se, a e b têm o “mesmo sinal”. ) 


Demonstração 

(>) Da hipótese, ab > 0, decorre que ab + 0 e, portanto, a + 0 e b + 0. Suponhamos, por redução 
ao absurdo, que a > 0 e b < 0, ou seja, que a e b tivessem “sinais contrários”. Então -b > 0 e, portanto, 
a(-b) > 0 » (-b). Mas dessa desigualdade decorre que -(ab) > 0. Adicionando-se essa última desi- 
gualdade com ab > 0 (hipótese), obtém-se ab + [-(ab)] > 0 ou 0 > 0, o que é impossível. De maneira 
análoga se mostra a impossibilidade de a < 0 e b > 0. Então a e b têm o mesmo sinal sempre que 
ab > 0, como queríamos provar. 

(-) Faremos a demonstração apenas para o caso em que a < 0 e b < 0. Dessa hipótese segue 
que 0 < -a e 0 < -b. Então, devido à Proposição 33, (-b) - 0 < (-a)(-b), ou seja, 0 < ab ou ab > 0. 


Proposição 35 - a? > 0 e a? = 0 se, e somente se, a = 0. (Portanto, a° > 0 sea + 0.) 


Demonstração - Como A é totalmente ordenado, então 0 < a ou a < 0. No primeiro caso, multipli- 
cando-se ambos os membros da primeira dessas desigualdades por a, o que é permitido por (0,), 
obtém-se 0 - a < aa, ou seja, 0 < a°. De onde, a? > 0. No segundo caso, os dois membros da segunda 
desigualdade podem ser multiplicados por -a > 0, com o seguinte resultado: a(-a) < 0 - (-a). Daí, 
-a? < 0 e, portanto, a? > 0. 

Se a? = aa = 0, então a = 0, porque estamos num anel de integridade. Por outro lado, é óbvio 
que, sea = 0, então a” = 0. 
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Corolário 1 - Se 1 indica a unidade de um anel ordenado A e 0 o zero desse anel, então 
1>0. 


Demonstração - Como 1=1-1=12,então 1 > 0. Mas, como 1 + 0, então 1 > 0. 


Corolário 2 - Seja A um anel ordenado. Se a,,a,,...a E A,entãoa?+a?+..+a?>0. 
E se a, £ 0, para algum índice r (1 < r < n), então a? + a? +... + a? > 0. 


Demonstração 

A Proposição 35 garante que: a? > 0, a? > 0, .. a? > 0. Isso posto, a Proposição 32 garante 
que a? +a? +.. +a? > 0. Sea? + 0, então a? > 0, devido à proposição anterior. Mas, neste caso, ainda 
devido à proposição 32, a? + a? +... + a? > 0. 


CAZ O conjunto dos elementos de um anel de integridade ordenado A não tem mínimo. 
Suponhamos que A possuísse mínimo e o indiquemos por m „ Lembremos que esse elemento teria de 
gozar da seguinte propriedade: m E Ae m, < x, qualquer que seja x E€ A. Como, porém, 0 < 1, então, so- 
mando-se m, - 1 a ambos os membros dessa desigualdade: 


m,-1<(m,-D+1. 


Logo, m, - 1<m, o que é contraditório, pois (m, - 1) E€ A. 


Proposição 36 - A característica de um anel de integridade ordenado é zero. 


Demonstração - Seja A o anel. Então, como já vimos, 1, > 0,. A Proposição 32 aplicada a essa 
desigualdade, considerada duas vezes, leva a 


Iaa O O 
ou2-1,>0,.Aaplicação de novo da proposição citada, agora para esta última desigualdade e para 
1,>0,levaa 
oi As 
E assim por diante. Portanto, qualquer que seja o inteiro n > 0: 
ne O) 


Então n-1,+0, se n > 0, o que tem como consequência que c(4) = 0, como queríamos provar. 


Corolário 3 - Se (A, +, +) é um anel de integridade finito, então nenhuma relação de or- 
dem sobre 4 é compatível com as operações do anel. Em outras palavras, não há como 
ordenar o anel 4. 

A demonstração é imediata. É só lembrar que a característica de um anel finito é maior 
que zero. 
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5.8.3 Anéis de integridade bem-ordenados 


Definição 22 - Seja 4 um anel de integridade ordenado. Então os elementos de P = 
= {x E A | x > 0) são chamados elementos positivos do anel. Se todo subconjunto de P (com a 
relação de ordem induzida pela de 4) possui mínimo, então se diz que A é um anel de integri- 
dade bem-ordenado ou, para simplificar, anel bem-ordenado. 


Cu: O anel Z dos números inteiros é bem-ordenado como nos assegura o princípio do 
menor número inteiro. 


Contraexemplo 8: O anel dos números reais, com a ordem usual, não é bem-ordenado. De fato, qual- 
quer que seja a e /= ]0, 1], a/2 E [e a/2 < a. 


Proposição 37 - Seja 4 um anel bem-ordenado. Então A não possui nenhum elemento 
xtalque0<x<1. 


Demonstração - Se o conjunto L = {x E A | 0 < x < 1} não fosse vazio, então possuiria mínimo, pois 
L c P. Se a indica esse mínimo, então O < a < 1. Multiplicando-se os termos dessas desigualdades por a: 


0O<a?<a. 
Como a < 1, então: 
osa casi 


Essas relações mostram que Q? E L e a? < a, o que é absurdo. 


Definição 23 - Um anel de integridade ordenado A se diz arquimediano se, qualquer 
que seja a E A, existe um número natural n > O tal que n + 1,>a. 


Proposição 38 - Todo anel de integridade bem-ordenado é arquimediano. 


Demonstração - Suponhamos que um anel bem-ordenado A não fosse arquimediano. Então, para 
alguma E A, n » 1,<a, não importa qual o número natural n > 0.SejaL=(a-n+1,|n € NY. Devido 
à suposição feita, todo elemento de L é positivo, e como A é bem-ordenado, L possui um mínimo. 
Seja a - r - 1, esse mínimo e observemos o elemento a - (r + 1) - 1, que também pertence a L. 
Como 0 então nei = O mouisear (ERA Pee alt (O os ria; 
portanto, a + [-(r + 1)-1,]<a+ [-(r-1,)]. Transformando-se as adições em subtrações, chega-se a 
a-(r+1)-1,<a-r-1, o que é impossível, uma vez quea - (r+1)-1,€Lea-r-1,éo mínimo 
de L. Isso prova que A é arquimediano. 


Contraexemplo 9: Um anel pode ser arquimediano sem ser bem-ordenado. É o caso, por exemplo, do 
anel R dos números reais, pelo fato de que n - 1 = n, Yn E€ Nº e de que sempre há um número natural 
maior que qualquer número real dado. 
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5.8.4 Corpos ordenados 


Seja Kum corpo. Então K é um anel de integridade e, como tal, pode se tratar de um anel 
ordenado. Neste caso, diz-se que K é um corpo ordenado. 


Cup] Os corpos Q e R são corpos ordenados, como já observamos anteriormente. 


Contraexemplo 10: Mostraremos a seguir que não há nenhuma relação de ordem total sobre C com- 
patível com as operações que transformam esse conjunto no corpo dos números complexos. 

De fato, suponhamos que C fosse um corpo ordenado. Como consequência dessa suposição te- 
ríamos, em particular, 2 = -1 > 0 e 1 > 0. Da primeira dessas desigualdades segue que 1 < 0 e da 
segunda que 0 < 1. Daí, 1 < 1 e, portanto, 1 + 1, o que é impossível. Portanto, efetivamente o corpo C 
não é um corpo ordenado. 


Proposição 39 - Sejam a, b elementos arbitrários de um corpo ordenado K. Indicando-se 
o zero e a unidade desse corpo respectivamente por 0 e 1, tem-se: 


i) sea > 0, então a“ > 0, e sea < 0, então a` < 0; 

ii) se 0 <a < 1, então 1 < a“, e se 1 < a, então 0 < a` < 1; 
iii) se b > a > 0, então bi< a; 

iv) sea < b < 0, então b < a` < 0. 


Demonstração 
(i) Como a > 0, então a + O e, portanto, a! + 0, pois aa”! = 1. Logo, (at)? > 0. Multiplicando-se 
ambos os membros da desigualdade a > O (hipótese) por (a-')?, obtém-se: 


(a)?a > (a)? 0, 
desigualdade equivalente a a! > 0. 
Deixamos a demonstração da segunda parte como exercício. 


(ii) Como a > 0, então a! > 0, pelo que acabamos de demonstrar. Assim, multiplicando-se cada 
termo de 0 <a < 1 pora!: 


oc ikan 


Deixamos a demonstração da segunda parte como exercício. 

(iii) Sendo a > 0 e b > 0, então a~ > 0 e b™ > 0 e, portanto, a!b! > 0. Multiplicando-se cada 
termo de b > a > 0 por ab“, obtém-se a` > b“ > 0. 

(iv) Como a < 0 e b < 0, então a~ < 0 e b < 0 e, portanto, ab! > 0. Multiplicando-se cada termo 
dea < b < 0 por ab“, obtém-se b~ < a~ < 0. 


Proposição 40 - Sejam a e b elementos de um corpo ordenado K. Se a < b, então o corpo 
K possui um elemento c tal que a < c < b. 
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Demonstração - Como a<b,entãoa+a<a+boual,+al,<a+b,ou, ainda, a(2-1,))<a+b. 
Analogamente, depois de se somar b a cada um dos termos de a < b, obtém-se a + b < b(2 - 1,). 
Portanto: 


a(2-1 )<atb<b(2-1,) 
Mas, como já vimos (Proposição 36), 2 - 1, > 0, e, portanto, (2 - 1,)! > 0,. Multiplicando-se 


cada termo de a (2-1,))<a+b<b(2-1,) por (2: 1,)!,0 que não altera o sentido das desigualda- 
des, pois (2 » 1,)! > 0, obtém-se: 


a<(a+b)(2:1,)'<b. 


Então o elemento c = (a + b) (2 - 1,)!, que nos corpos Q e R é a média aritmética de a e b, per- 
tence a Ke está entre a e b (estritamente). 


Corolário - Nenhum corpo ordenado é um anel bem-ordenado. 


Demonstração - Seja K um corpo ordenado e consideremos o seguinte subconjunto de K : L = 
= {x E K | x > 0,). Se P indica o conjunto dos elementos positivos de K, então obviamente L c P. Mas, 
qualquer que seja a E L (por exemplo a = 1,), a proposição nos assegura que 0, < a (2: 1,)!'<a, 
e, portanto, L não tem mínimo. 

De onde K não é bem-ordenado, como queríamos provar. 


124. Sejam a, b, c, d elementos de um anel ordenado A. Prove que: 
a) b> 0 se, e somente se, a > a - b; 
b) se ab > 0 eb > 0, então a > 0; 
c) a+ b > a se, e somente se, b > 0; 
d) a+ b> a se, e somente se, b > 0; 
e) sea >bec< 0, então ac < bc; 
f) seab >0eb < 0, então a < 0; 
g) sea >b>0ec> d> 0, então ac> bd > 0; 
h) sea> b ec> d, então ac + bd > ad + bc; 
i) a2+b?>2ab; 
j) sea +0 oub +0, então a° + ab + b? > 0. 
Resolução: a) (>) Como b > 0, então -b < O ou O > -b. Somando-se a a cada um dos 
membros desta última desigualdade: a > a - b. 
h) Comoa>bec>d então a - b > 0 e c - d > 0. Assim, (a - b)(c- d) > 0 e, portanto, 
ac - ad - bc + bd > 0. De onde, ac + bd > ad + bc. 
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j) Sea= 0 eb +0, então a? + ab + b? = b? > 0, pois b + 0. O raciocínio é análogo nos 
casos em que a + 0 e b = 0. Se a > 0 e b > 0, então a? > 0, b? > 0 e ab > 0. Portanto, 
a? + b? + ab > 0. Quando a < 0 e b < 0, a demonstração é análoga. Suponhamos agora 
que a e b tenham “sinais” diferentes. Então ab < 0 e, portanto, -(ab) > 0. Como, 
porém, a? + b? + ab = (a + b}? + [-(ab)], em que (a + b}? > 0 e [-(ab)] > 0, então 
@ +b + ab> 0. 

Prove, por indução, que: 

a) sea>0,entãoa”>0 (ne N); 

b) sea < 0, então a” > 0 (ne N); 

c) sea < 0, então a” +! <0 (n E N); 

d) se b> a> 0, então b” > a” (n > 0). 


. 


Resolução: c) Se n = 0, então a?™! = a < 0 e, portanto, a propriedade vale para n = 0. : 


Seja r um número natural e suponhamos que a?! < 0. Então al*D1 = q?™*1. q? < 0, uma : 


vez que a?! < 0, pela hipótese de indução, e a? > 0, pois a + 0. 
Sejam a, b elementos de um anel ordenado. Prove que: 

a) b >a se, e somente se, b? > a°; 

b) a = b’ se, e somente se, a = b; 


c) As propriedades a) e b) valem também para a5 e b5? Prove ou contraexemplifique. : 


Seja K um corpo ordenado. Se a é um elemento positivo de K, demonstre que, qual- : 


quer que seja o inteiro n > 0, (a +1)" >n:a+1, 


Resolução: Como (a + 1,)° = 1,e0 -a+ 1,= 1, a propriedade vale para n = 0. Seja : 


r > 0 um inteiro e suponhamos que (a + 1,)" >r + a + 1,. Considerando-se que a é 
positivo e que, portanto, a + 1, > 0, então (a + 1) (1, + a) > (r -a + 1;) (1; + a), 
ouseja, (a +1)" >(r-a+1)(1,+a)=r:a+(r-a)a+1,+a=(r+1)ca+(r-a)a+1,. 
Mas, como a > 0, então r + a > 0 e, assim, (r + a) a > 0. Somando-se (r + 1) + a + 1a ambos 
os membros da última desigualdade, obtém-se (r + 1) -a+1,+(r-a)a>(r+1)-a+1,. 
Portanto, (+ 1) >(r+1)-a+1,. 


Seja 4 um anel ordenado. Demonstre que 4 é arquimediano se, e somente se, para 
qualquer a > 1, e qualquer b, existe n E€ N tal que n - a > b. 


Sejam a, b elementos de um corpo arquimediano K. Demonstre que: 

a) sea>1, então existe n E N tal que a" > b; 

b) se a > 1, e b é positivo, então existe n E N tal que a” < b. 

Resolução: a) Como a > 1,, então a - 1, é positivo. Logo, devido ao exercício 127 
anterior (a-1,+1)">m-(a-1)+1,0ua”>m-a-m-1, + 1, para qualquer 
m > 0. Mas, como K é arquimediano, existe n e N tal que n -a > b +n» 1,- 1, 0u 
n-d-n=1;+1>b. 

Portanto, a” > b. 

Seja A um anel bem-ordenado. Prove que, qualquer que seja o inteiro n, o conjunto 
taeA|n-1,<a<(n+1)-1,)évazio. 
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Seja A um anel bem-ordenado. Demonstre que4=Z7+1,=(n-1,|neZ). 
Resolução: Seja a E A. Como um anel bem-ordenado é arquimediano, então, para 
algum inteiro n > 0, tem-se n - 1, > a. Sendo r o menor número natural estritamente 
positivotalquer-1,>a:(r-1)-1,<a<r-1,. 

Assim, como decorrência do exercício anterior, (r - 1). 1} = a e, portanto, a E Z-1, 
pois, obviamente, Z - 1 CA 

Seja A um anel. Se L é um subconjunto não vazio de A, definem-seL + L,L-Le-L da 
seguinte maneira: 


L+L=(x+y|xyeL,L-L=(xy|xyely-L=(-x|xed) 


Isso posto, seja 4 um anel de integridade. Demonstre que uma condição necessária 
e suficiente para que se possa definir uma relação de ordem sobre 4, compatível 
com as operações desse anel, é que exista um subconjunto não vazio P c A tal que: 
(DP+PcP;(ii)P-PcP; (iii) P U (-P) = A; (iv) P N (-P) = {0} 

Sugestão: Se A é um anel ordenado, mostre que o conjunto P dos elementos positivos 
do anel cumpre as condições do enunciado. Para demonstrar a recíproca, defina < 
assim: x < y se y - x E P. Observe que os elementos positivos do anel serão exatamente 
os elementos de P. 


a) Sejam A um anel ordenado e K seu corpo de frações. Mostre que o conjunto 


P= 


5 EKlab>0| 


cumpre as condições (i), (ii), (iii), (iv) do exercício anterior e que, portanto, a relação 
a 


S a C C 
< sobre K definida por — <- se, e somente se, $ E 


pa Je P faz de K um corpo 
ordenado. 


a C 
b) Mostre que E < q Se somente se, acb? > abg’. 


c) Sea, b EA, prove que a < b (em A) se, e somente E < z (em K). (Por isso se diz 


que a ordem definida em K é uma “extensão” da ordem do anel A.) 


Sugestão: Como uma fração pode ser representada de mais de uma maneira, é pre- 


E s E a E = a 
ciso mostrar primeiro que, ser E€ Ke r=- =- , então — E P se, e somente se, 


b d b 


[6 a c 
— €EP.Ora, de — =- segue que ad = bc e, daí, multiplicando-se ambos os membros 


d bd 
dessa igualdade por ac, que aZcd = abc?. Mas, como a? > 0 ec? > 0, então cd > 0 se, e 
somente se, ab > 0. 
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Precursores da 
álgebra moderna m—— 


N. H. ABEL (1802-1829) 


Sem dúvida alguma, o século XIX ocupa um lugar muito especial na história da Matemá- 
tica. Principalmente porque em nenhum século precedente, incluindo-se os períodos mais 
notáveis da matemática grega, tantas teorias matemáticas brilhantes e revolucionárias vie- 
ram à luz. Não sem motivo é chamado Idade de Ouro da Matemática. 

Não nos deteremos aqui alinhavando os muitos fatores políticos e sociais que levaram ao 
desenvolvimento referido. Mas, dentre as grandes realizações matemáticas do século XIX, não 
poderíamos deixar de citar: 


e a criação das geometrias não euclidianas, a partir da negação do postulado V dos 
Elementos, de Euclides (mantidos, embora, os quatro outros), equivalente, no con- 
texto da obra, à unicidade da paralela a uma reta r por um ponto P fora dela; 

e a aritmetização da análise matemática, ou seja, a fundamentação lógica do cálculo 
diferencial e integral, criado por Newton e Leibniz, através da fundamentação da teo- 
ria dos números reais e da introdução da teoria dos limites na abordagem; 

e acriação da teoria dos conjuntos; 

e acriação da lógica matemática; 

e acriação da álgebra moderna. 


Quanto à álgebra moderna, apenas focalizaremos aqui os passos iniciais que levariam à 
criação da teoria dos grupos, como decorrência das pesquisas na abordagem da seguinte 
questão: “As equações algébricas em geral, com coeficientes reais (números reais), são resolú- 
veis por radicais, como o são as de grau 1, 2, 3 e 4?” Vale lembrar que, quanto às de graus 3 e 4, 
o fato de que são resolúveis por radicais só foi demonstrado no século XVI por alguns mate- 
máticos italianos (ver Cardano). 

Diga-se de passagem que, até então, a questão não tinha sido abandonada pelos pesqui- 
sadores: ocorre que as dificuldades encontradas foram muito grandes e demandavam, como 
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se veio a saber, uma espécie de salto na história da álgebra. Face a isso, a partir de algum 
momento, começou-se a cogitar a impossibilidade da resolução dessas equações nas con- 
dições exigidas. Dentre os primeiros matemáticos a tomar essa posição, com bons 
fundamentos, vale destacar o ítalo-francês. L. Lagrange (1736-1813), em sua obra Reflexion 
sur la resolution algébrique dês equations (1770-1771), em dois volumes. Depois de con- 
cluir que a resolução de uma equação algébrica de grau 5 deveria recair na resolução de 
uma equação resolvente de grau menor, já sabidamente resolúvel, Lagrange, baseado em 


xn” 


elementos de sua pesquisa, apontou que “a verdadeira filosofia da questão” residia na 
teoria das substituições ou permutações das raízes das equações. E isso envolvia uma no- 
vidade: operar com permutações. 

A primeira demonstração de que uma equação algébrica genérica de grau 5 não é resolúvel 
por radicais foi dada em 1799 pelo médico e matemático italiano P. Ruffini (1765-1822), 
que usou as ideias lançadas por Lagrange, num escrito bancado por ele mesmo. Mas sua 
demonstração não foi considerada matematicamente satisfatória. Em 1821, o jovem norue- 
guês N. H. Abel (1802-1829) seria mais feliz nessa empreitada. 

Abel nasceu em uma pequena e pobre cidade da costa noroeste da Noruega. Além de a 
região ser bastante inóspita, varrida com frequência por ventos fortes e frios, a Noruega era, 
na época, apenas a parte menos favorecida de um reino que a unia à mais rica e populosa 
Suécia. Em todo o caso, as condições de vida de sua família poderiam ser consideradas razoá- 
veis, não fosse o pai dado ao vício do álcool. Em 1815, ele e o irmão mais velho foram enca- 
minhados à escola da Catedral de Oslo (na época, Cristiânia). 

O primeiro professor de Matemática que Abel teve foi uma negação. Para o bem dos 
alunos, e da matemática, seu sucessor, embora não fosse nenhuma sumidade na área, era 
competente e tinha a capacidade de motivar seus alunos e de ser atento, ainda, aos que ti- 
nham mais talento, como Abel. Haja vista que o induziu a ler obras de grandes matemáticos, 
como Lagrange. 

Ainda quando estava na escola da Catedral de Oslo, Abel convenceu-se de que tinha 
descoberto a solução da equação geral de grau 5. Os matemáticos noruegueses, consultados 
a respeito, em dúvida quanto à correção dos argumentos, enviaram a demonstração ao ma- 
temático dinamarquês F. Degen. Este, embora sem notar qualquer erro no raciocínio de Abel, 
cautelosamente solicitou mais argumentos e uma ilustração numérica. Buscando atender à 
solicitação, Abel descobriu que estava errado. 

Em 1821, Abel ingressou na Universidade de Oslo. Mas continuou pesquisando a ques- 
tão da resolubilidade da equações algébricas de grau > 5 - só que, agora, raciocinando no 
sentido contrário àquele seguido até então, ou seja, por uma forma de redução ao absurdo. 
E teve sucesso nessa abordagem, ou seja, provou que elas não são resolúveis por radicais. Man- 
dou então fazer cópias impressas da demonstração, reduzindo-a, por economia, a seis páginas. 
O grande matemático K. F. Gauss (1777-1855) veio a receber uma das cópias, mas ignorou-a. 

Graças a uma bolsa de estudos que ganhou em 1825, Abel pôde visitar alguns dos gran- 
des centros matemáticos da Europa. Em Berlim, teve a felicidade de conhecer o alemão A. 
Crelle (1780-1855), que, embora não sendo um matemático, era um grande amante da 
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matemática, como o mostra o Journal of pure and applied mathematics (1826), revista fundada 
por ele e que iria dar a Abel o merecido reconhecimento. De fato, nos três primeiros números 
da revista, foram publicados 22 artigos de Abel, em áreas diversas. E no primeiro número da 
revista lá estava o teorema de Abel-Ruffini, como ficou conhecido, em sua plenitude. 
Quando Abel voltou à Noruega, em 1827, não havia posto acadêmico algum disponível 
para ele. Para sobreviver, teve de dar aulas particulares, embora sem jamais abandonar a pes- 
quisa matemática, mesmo depois de ser acometido por uma tuberculose. Dois dias depois de 
morrer, vítima dessa doença, em 6 de abril de 1829, Crelle, da Alemanha, enviou-lhe uma carta 
dando conta de sua nomeação para uma cátedra de Matemática na Universidade de Berlim. 
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6.1 NOTA HISTÓRICA 


No início do século XVI, o ponto alto das realizações matemáticas ainda eram as obras 
clássicas gregas. Destas, certamente a mais conhecida e estudada era Elementos, de Euclides 
(c. século III a.C.), embora outras a superassem em originalidade. Ocorre que, das três partes 
em que se poderia dividir a Matemática da época, geometria, aritmética e álgebra, aquela em 
que os gregos do período clássico menos se destacaram foi a álgebra. Nesse campo, a lingua- 
gem algébrica, de que prescindiam, era substituída, com óbvias desvantagens, pela lin- 
guagem geométrica. 

É verdade que posteriormente, no século II ou III de nossa era, um grego chamado 
Diofanto introduziu símbolos para indicar a variável e suas potências (até a de expoente 6), 
porém esse passo inicial não teve continuidade imediata. 

Na primeira metade do século XVI, verificou-se um grande avanço no desenvolvimento 
da teoria das equações algébricas com a descoberta de fórmulas algébricas fechadas para a 
resolução de equações de graus 3 e 4. Mas o raciocínio dos matemáticos que conseguiram 
esses grandes feitos era ainda geométrico e a linguagem, verbal. 

Em 1591, francês François Viète (1540-1603), em sua obra Introdução à arte analítica 
(Un arten analyticem isagoge), criou o cálculo literal, ou seja, introduziu a linguagem das fór- 
mulas na matemática. Pela primeira vez na história da matemática tornou-se possível escre- 
ver genericamente, por exemplo, uma equação do segundo grau. No entanto, a notação usada 
por Viête, que consistia em representar por vogais e consoantes maiúsculas respectivamente 
as variáveis e as constantes, não vingou. Porém representar constantes por letras, algo que 
hoje nos parece corriqueiro, foi uma revolução na matemática. 

O trabalho de Viête teve continuidade com o também francês René Descartes (1596-1650), 
um homem cuja preocupação intelectual maior era a filosofia, a serviço da qual colocou suas 
pesquisas matemáticas. Sua única obra matemática, Géomêtrie (Geometria), tinha por objetivo 
usar o potencial da álgebra na resolução de problemas geométricos clássicos. Entendendo que 
a geometria clássica “não exercita o intelecto sem cansar muito a imaginação” e que a álgebra 
renascentista que herdara submetia as letras a regras tais que, “em vez de se transformar numa 
autêntica ciência, torna-se uma arte confusa que obscurece a mente”, Descartes procurou esta- 
belecer uma vinculação entre esses dois ramos da Matemática que aproveitasse “o melhor da 
análise geométrica e da álgebra para corrigir os defeitos de uma pela outra”. A publicação dessa 
obra representa o marco inicial da criação da geometria analítica. 

Para embasar seu trabalho, Descartes teve de dar contribuições próprias para o desen- 
volvimento da álgebra. É o caso, por exemplo, do princípio de identidade de polinômios 
(de que falaremos neste capítulo), que possivelmente usou pela primeira vez na história da 
Matemática. Diga-se de passagem, porém, que nas contribuições de Descartes à Matemática 
não se nota nenhuma preocupação com enunciados e formalismos teóricos. Vale acrescentar 
ainda que tanto a moderna notação algébrica - o uso das letras x, y, z para indicar variáveis e 
a, b, c, ... para indicar constantes ou parâmetros - como a notação exponencial para indicar 
potências foram introduzidas por Descartes na obra citada. 
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Conceitos algébricos mais sutis, como, por exemplo, o de polinômio irredutível, só se- 
riam estudados cerca dois séculos e meio depois, na esteira das transformações profundas 
pelas quais a álgebra passou na primeira metade do século XIX. 


6.2 CONSTRUÇÃO DO ANEL DE POLINÔMIOS 


Seja 4 um anel de integridade infinito. Eventualmente esse anel pode ser um corpo 
infinito. Os exemplos mais importantes de anéis de integridade infinitos obviamente são Z, 
Q, R ou C. 

Uma função f: A > A denomina-se função polinomial sobre A se existem elementos 


ay Ay = 4, em A tais que, para todo x E A: 


o 
fl)=atax+ax+..+ax. 


Quando se escreve f(x) como acima, com os expoentes da variável em ordem crescente, 
a expressão do segundo membro será referida como uma forma-padrão para a função poli- 
nomial. Os elementos ay 15:15. A, SÃO chamados coeficientes de f. 

Essa definição suscita desde logo a seguinte questão: pode uma função polinomial ter 
mais do que uma forma-padrão? Ou seja, pode outra sequência, by b, b,, a b, de elementos 
de A, definir a mesma função polinomial f? Isso significaria a possibilidade de 


f) =b, + bx + b,x? +... + bxs 


para todo x E€ 4. Mostraremos que no presente caso (A anel de integridade infinito) isso não 
é possível. Já levando em conta esse fato, poderemos nos permitir usar, desde logo, a expres- 
são polinômio sobre A com o mesmo sentido de “função polinomial sobre A”. De fato, a ideia 
de polinômio como uma expressão formal do tipo 


2 Fr. 
a, + ax+ax Fas F ax, 


em que x é um símbolo que pode representar um elemento do anel ou não, pressupõe a uni- 
cidade da sequência a, à, ..., A, 

A adição de dois polinômios quaisquer, fe g, dados respectivamente por f(x) = a, + a, x + 
ax+..+ax eg(x)=a,+ax+ax”+..+a x, naturalmente se enquadra no conceito de adi- 
ção de funções cujo contradomínio é um anel: a soma f + g é definida por (f + g) (x) = f(x) + 
g(x) = (a, + b,) + (a, + b)x + (a, + b,)x” + ... Convém observar que, ao escrever a expressão 
final, já levamos em conta as propriedades operatórias de um anel. A expressão obtida para 
(f + 9)(x) mostra que f + g também é um polinômio sobre A. Isso posto, pode-se demonstrar 
que o par formado pelo conjunto dos polinômios sobre A e a adição assim introduzida é um 
grupo abeliano. Aqui apenas destacaremos que o elemento neutro é a função identicamente 
nula de A (que é uma função polinomial, chamada polinômio nulo, pois pode ser definida por 
0+0-x+0+x2+..., em que 0 indica o zero do anel A) e que o simétrico aditivo de um poli- 
nômio f, com forma-padrão f(x) = a, + a,x + a,x? +.. + ax", é o polinômio -f definido por 
CNE) = -a, + (-a)x+ (-a)x +... + (-a)x”. 
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Para introduzir a multiplicação de dois polinômios quaisquer, f e g, obviamente vale 
também a observação anterior. Então, mantidas as notações do parágrafo anterior, o produto 
fg é assim definido: 


FC) = fg) = a,b, + (a,b, + a,b,)x + (ab, + a,b, + a,b, )xX? +.. + (ab)xs. (1) 


Também aqui, para obter a expressão final utilizamos as propriedades algébricas de A. 
Percebe-se, pela expressão obtida, que fg também é um polinômio sobre A. Por exemplo, se 
f(x) = 1 + 2x- 2x? e g(x) = -x + 3x? então (fg) (x) = 1- 0 + [1 - (-1) + 2 - O]x + [1 -3 + 2 » (-1) + 
0-0] +[1-0+2:3+0-(-1) + (-2) - 0]}x¥ + [1-0 +2- 0 +0 -3+ (-2)(-1) + 0 - 0]x* + [(-2)- 3) = 
=-X + X? + 6X? + 2x! - 6x. 

Pode-se demonstrar (aqui apenas mencionaremos) que para a multiplicação de polinômios 
valem a associatividade e a comutatividade e que o polinômio definido por 1 + 0 +x + 0 + x? +.. 
em que 0 e 1 indicam respectivamente o zero e a unidade de A, é o elemento neutro dessa 
operação. Como, ademais, pode-se provar também que a multiplicação é distributiva em re- 
lação à adição, concluímos que o conjunto das funções polinomiais sobre um anel de integri- 
dade A, com a adição e a multiplicação definidas acima, é um anel comutativo com unidade. 
Esse anel será indicado por A[x], o que pressupõe naturalmente a variável indicada por x. 

Mas A[x] não é um corpo, como mostraremos. De fato, tomemos, por exemplo, o polinô- 
mio f(x) = x. Obviamente f(x) não é o polinômio identicamente nulo. Se f(x) fosse invertível, 
existiria um polinômio g(x) = a, + a,X + a,x? + ... + a x, coma, + 0, tal que f(x) * g(x)= ax + 
a,x? +.. + a x“!=1 (unidade do anel), para todo x E A. Assim, para x = O (zero do anel), te- 
ríamos o seguinte absurdo: 0 = 1. Exibindo um polinômio não nulo de A[x] que não é invertí- 
vel, fica provado que esse anel não é um corpo. Mas, a definição de produto de dois polinômios 
garante que A[x] é um anel de integridade, pois em (1) a, b + 0 sea, +0eb + 0. 

Se a E A, o polinômio f definido por f(x) = a, para qualquer x € A, é chamado polinômio 
constante determinado por a. Se a + 0 é um elemento invertível de A, o polinômio constante 
correspondente f é necessariamente invertível: seu inverso é o polinômio constante g defi- 
nido por a”! pois, para todo x E 4 vale (fg)(x) = f(x)g(x) = aa! = 1 (unidade de A). Obviamente 
no caso de A ser um corpo, todos os polinômios constantes, exceto o polinômio nulo, são in- 
vertíveis. Surge então a pergunta: há outros polinômios invertíveis, além desses? Veremos, 
ao final da próxima seção, que não. 

Nota: No que segue, a rotação L(x), em que L é um anel de integridade, pressupõe a in- 
finitude de L. 


Nos exercícios deste capítulo, quando não se explicitar o universo dos coeficientes de 
polinômios ou equações envolvidas, fica subentendido que se trata de C (corpo dos 
números complexos). 

1. Seja a função polinomial sobre Z, definida por f(x) =x +x!* +x” +... +x? +x + 1. Calcule 


fO), fA) e HI). 
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2. Sejap(x)=ax"+a X"+.. +a x + a, um polinômio e observe p(1)=a +a ,+...+ 
a, + a, soma dos coeficientes do polinômio p(x). Qual a soma dos coeficientes do poli- : 
nômio (4xº - 2x? - 2x - 1)% E R[x]? : 

3. Dados os polinômios sobre Z: 

f(X) =7 -2x + 4x, gx)=5D+x+x2+52), A(x)=2-3x+x! 
calcule (f + 9) (x), (g - h) (x) e (h - f(x). 
4. Dados os polinômios sobre Z: 
f(X) =2 + 3x- 4x, g(x)=7+x2, h(x) = 2x - 3x? + x? 
calcule (fg) (x), (gh)(x) e (hA (x). : 

5. Supondo o polinômio sobre R definido por f(x) = (c -a - 1) + (b - c + 5)x + (a -b - 2) : 
x? + (a - 1)xº invertível, determine a, b, c e f+. : 
Prove que, se B é um subanel de A, então B[x] é um subanel de A[x]. 


Verifique se cada conjunto abaixo é um subanel de Z[x]. 
A = {a + a,x +... + a X" E Z[x] | a, E 27) 

B = {a+ a,x + ... + a X” E Z[x] | a, € 0} 

C= {a+ a,x +.. + a X” E Z[x] | a, +a, = 0} 

Algum deles é ideal em Z[x]? 


me CO COCO CCC CCLCCCOCOLCCLLCOLCCCCCLCCOCCLOCOLCCLCCOCCLOCOLCCLCCC COCO COCO. 


6.3 RAÍZES DE POLINÔMIOS 
Na sequência, precisaremos do fato de que, se u E 4, vale a seguinte identidade em A[x]: 
x-u=(x-u)(x! + ux"? +. + u"™?x + um) (2) 


para qualquer inteiro n > 0 e todo x E 4. A verificação desse fato pode ser feita informalmente, 
efetuando-se a multiplicação indicada no segundo membro e simplificando-se o resultado: 


PU ta tU AU A (U u O a A a Ea ur 


Seja f um polinômio não constante. Então f tem uma forma-padrão do tipo f (x)= a, + a,x + 
ax?+...+a x, coma, + 0, para algum r > 0. Logo, para qualquer u € A, tem-se: 


fl) -Hu)=a(x-u)+a(x-u)+..+a(x Eu): 


Usando-se (2) em cada parcela do segundo membro e a distributividade da multiplica- 
ção em relação à adição, para pôr (x - u) em evidência, obtém-se: 


fl) - f(u) = (x - u)[a, + a,(x + u) + a(x? + ux + u’) +... + a (x! + ux2 +... + u™*)] = 
=(x-u)[(a, + a,u +.. + a u™) + (a, + a,u +.. + a U™?)x +... + a x™] = (x - u)q (x) 


e daí: 


fœ) = (e - ual) + f(u), 
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em que o fator q(x) que multiplica x - u também define um polinômio de A[x]. É importante 
observar que a forma-padrão de g(x) é: 


90)=..+a x”, 


em que, por hipótese, a, + 0. 


Definição 1 - Seja f um polinômio sobre A. Um elemento u € A é chamado raiz de f se 
f(u) = O (zero do anel). 


| Exemplo 1 mm Consideremos o polinômio f € C[x] assim definido: f(x) = x? + 1. Os números com- 
plexos je -i são raízes de f, pois f() = fC) = 0. 


| Exemplo 2 mm Seja a um elemento não nulo de um anel de integridade infinito A. Então o polinômio 
constante f definido por a, ou seja, o polinômio que sob a forma-padrão é f(x) = a, não tem nenhuma 
raiz, pois, para todo u E A, f(u) = a + 0. 


| Exemplo 3 $ Todos os elementos de um anel de integridade infinito A são raízes do polinômio 
identicamente nulo sobre esse anel. De fato, a imagem de todo elemento de A por esse polinômio é, 
por definição, o zero do anel. Logo, o polinômio identicamente nulo tem infinitas raízes - todos os 
elementos de A. 


Proposição 1 - Seja u uma raiz de um polinômio não constante f € A[x]. Se f(x) = a, + 
a X + a,x? +.. + a X", com a, + 0, para todo x E A, então f(x) = (x - u)q(x), para algum polinômio 
q E€ A[x] com forma-padrão do seguinte tipo: q(x) = ... + a x”. 


Demonstração - Como já vimos, f(x) = (x - u)q(x) + f(u), para algum q E A[x], com forma-padrão 
do tipo q(x) =... + a x"! com a, + 0, qualquer que seja x € 4. Mas, como u é raiz de f, então f(u) = O 
(zero de 4) e, portanto, f(x) = (x - u)q(x), como queríamos mostrar. 


Corolário - Seja f € A[x] assim definido: f(x) = a, + a,x + ax? +... + a x", coma, + 0. 
Seu, U, . U „ São raízes de f, então: 


FO) = (x - u) u,).. (X - ua, (x), 


em que q, é um polinômio de A[x] que admite uma forma-padrão do tipo q, (x) = ...+ a x”, 
para todo x E€ A. Ademais, qualquer outra eventual raiz de f é raiz de q,. 


Demonstração - A rigor, deveríamos proceder por indução, mas pouparemos o estudante do for- 
malismo desse método. Como u, é raiz de f, a proposição 1 garante que f(x) = (x - u,) q,(x), para 
algum q, E€ A[x], que admite forma-padrão do tipo q,(x) =... + a x”!, qualquer que seja x E€ A. Mas, como 
u, também é raiz de f, então f(u,) = (u, - u,)q,(u,) = 0. Considerando que u, - u, + O e que estamos 
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num anel de integridade, então q,(u,) = 0 e, portanto, u, é raiz de q,. Sendo assim, podemos con- 
cluir, ainda com base na proposição 1, que q,(x) = (x - u,)q,(x), para algum q, E A[x], que admite 
forma-padrão do tipo q,(x) =... + a, x"*, para todo x € A. De onde: 


FO) = (x - ul - u,)a,09. 


Esse raciocínio, usado ainda com u,, U, ... U,, levará à conclusão proposta, ou seja, que 


fl) = (x - u) (x - u,) X- un) q) 


para algum q, € A[x], que admite forma-padrão do tipo q, (x) =... + a x”, para todo x E A. 
Agora, se v E A também é uma raiz de f, diferente das raízes consideradas, então: 


fW)=(v-u)(v-u,).. (v-uda,(v) = 0. 


O fato de (v-u)(v-u,)..(v-u) + O implica então, dado que A é anel de integridade, que 
q„(v) = 0. Ou seja, v é raiz de q 


Proposição 2 - Seja f € A[x] um polinômio assim definido: f(x) = a, + ax + a, X? + 
+ a x, coma, + 0 (zero de 4). Então f tem r raízes, no máximo, em 4. 


Demonstração - No caso em que f não tem nenhuma raiz em 4, a proposição é verdadeira, pois 
r > 0. Mas, seu, ...u, EA são raízes de f, então, devido ao corolário da Proposição 1, f(x) = (x-u,)... 
(x-u,) q(x), para algum q E A[x], que com forma-padrão do seguinte tipo: q(x) =... + a x”, para todo 
x E 4. Ademais, qualquer outra raiz de f (se existisse) teria de ser raiz de q. Mas, sem = r, q será 
definido por q(x) = a, e, portanto, não tem nenhuma raiz em A, pois a, + O (exemplo 2). Isso mostra 
que o número de raízes de f não pode ultrapassar r, como queríamos provar. 


Se A = Z (inteiros), A = Q (racionais) ou A = R (reais), então um polinômio sobre Z 
é também um polinômio sobre Q e sobre R. Por exemplo, o polinômio f E€ ZŒ, definido por f0) =x? + 1, 
não tem nenhuma raiz em R e, portanto, nenhuma em Q nem em Z. Quanto a isso, o comportamento 
do corpo C é diferente, como veremos posteriormente. 

A esta altura temos condições de responder a uma questão importante: é possível representar o 
polinômio identicamente nulo (que tem infinitas raízes - todos os elementos do anel A) por uma expres- 
são polinomial, na forma-padrão, em que nem todos os coeficientes sejam iguais a zero? A resposta é 
não, porque essa expressão poderia ser escrita como 

atax+..ax, 
com a + 0 (zero do anel), e, portanto, teria no máximo r raízes (lembrar que, como foi visto no Exemplo 3, 
o polinômio identicamente nulo tem infinitas raízes). 


Proposição 3 (princípio de identidade de polinômios) - Sejam f e g polinômios de A[x], 
com forma-padrão f(x) = a, + a,X + ... + a X” e g(x) = b, + b,x + ... + b x5, para todo x €E A. Então 
f =g se, e somente se, a, =b,a,=b,,... 
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Demonstração - É imediato que, se a, = b, a, = b, ... então f = g. Para demonstrar a recíproca, 
observemos primeiro que o polinômio f - g é definido assim: 

(= 9)09) = fl) -gx)= (a, - bo) + (a, -b,)x + (a, - Dn) ta 
para todo x E A. Mas, devido à hipótese de que f e g são iguais, então, para todo u E A, vale a igual- 
dade f(u) = g(u) e, portanto, (f - 9)(u) = f(u) - g(u) = O (zero de 4). Ou seja, todo elemento de A é 
raiz de f - g, que, portanto, tem infinitas raízes. Logo, considerando-se a proposição anterior e o 


exemplo 3, f - g é o polinômio identicamente nulo sobre A. Então a, - b, = a, - b, = ... = 0 e, por- 
tanto, a, =b,a,=b,,... como queríamos demonstrar. 


A Proposição 3 garante que em um polinômio f, dado na forma-padrão por f(x) = a, + 
ax +.. + ax", a sequência a, A, .. a, dos coeficientes está univocamente determinada. 
Em particular, se f não é o polinômio identicamente nulo, então, para algum índice m, com 
0 <m <r, tem-sea„ +0 (zero do anel) e d,14=-=0,=0 (zero do anel). Neste caso, a, é cha- 
mado coeficiente dominante de f. 

Nota: A definição de função polinomial sobre um anel de integridade finito é análoga à 
dada no início da Seção 6.2, para anéis de integridade infinitos. Mas dela não decorre o cha- 
mado “princípio de identidade de polinômios”. Por exemplo, se o anel fosse Z, = (0, 1, 2), 
Z,[x] seria também um anel infinito, mas, por exemplo, para os polinômios definidos por 
f(x) =1eg(x)=1 +x +x verifica-se o seguinte: (0) =g9(0)=LHD)=g(N)=1ef(2)=9(2)=1, 
ou seja, f = g e, no entanto, seus coeficientes são: 1 (de f) e 1, 1, 1 (de g). 


6.3.1 Grau 


Agora estamos em condições de definir o grau de um polinômio não nulo: é simples- 
mente o índice de seu coeficiente dominante. Adotada a notação ð para indicar o grau, então, 
por exemplo, 9(1 + x?) = 2 e O(5) = 0. Com isso, a Proposição 2 pode ser formulada em ter- 
mos do grau da seguinte maneira: “Se o grau de um polinômio f sobre o anel de integridade 
infinito A é r, então o número de raízes de f em A é menor que ou igual a r”. 

É importante destacar, ainda, a seguinte propriedade: se f e g são polinômios não nulos, 
então (f - g) = 9(f) + 9(9). De fato, se os coeficiente dominantes de f e g são, respectiva- 
mente,a eb, então f(x) = ... + a X" e g(x) = ... + b x° e, portanto, a forma-padrão de fg é do tipo 


FDC) =.. + a b xs, 


Como a,b, + 0, já que os fatores são elementos não nulos do anel de integridade A, então 
alfg) =r + s= (1) + 0(9). 

Vale ressaltar ainda que se f E€ A[x] é um polinômio constante definido por f(x) = a, em 
que a + 0, então d(f) = 0. Quanto ao polinômio nulo, pelo que foi dito ao início, fica fora do 
conceito de grau. 
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Cem se ye gsão polinômios sobre A de graus re s, respectivamente, e se f + g não é 
nulo, então ð(f + g) < max {ð (f), 9(9)). Suponhamos que as formas-padrão de f e g sejam, respecti- 
vamente, fW) =..+rax (a, *0)egW)=.+bx (b, + 0). Se r = s, então (f + 9) 0) =.. 
+ (a, + b)x', o que mostra que 04 + g) < 30) = max {9Q), 9(g)3. (Notar que o caso d(f + g) < 907) 
ocorre quando a, + b,= 0.) Se r > s, então: 


(f+ DA =... + (a, + b)X + a X + n H a X. 


Isso mostra que ô (f + 9) = ð (f) = max {ð (f), 9(9)). Analogamente se procede no caso em que s> r. 


6.3.2 Imersão de A em Alx] 


Para encerrar esta seção, mostraremos que A é um subanel unitário de A[x] e em que 
termos se dá essa inclusão. A ideia é identificar cada polinômio constante com o elemento do 
anel A que o determina. Formalmente isso corresponde a introduzir a aplicação 


o: A> Ab], 


que associa a cada a E A o polinômio constante f „ definido por f (x) = a, para todo x de A, e 
mostrar que o é um homormofismo injetor de anéis. De fato: 


ola +b)=f y 


em que f..,(x) =a + b, para todo x de 4. Como, porém, (f + f)(x) = f(x) + f (x) =a + b, então 
faa = (f, + f,)(x), para todo x de A e, portanto, f + f, = f,,, Logo: 


o (a+b)=f,.,= fa + fp = o(a) + o(b). 
Analogamente se demonstra que 
o(ab) = o(a) o(b); 


o é injetora, pois, se a + b, então f + f, já que, por exemplo, f (1,) =a e f,(1,) = b. Portanto, 
o(a) + o(b). 

Então A é isomorfo à sua imagem o(A) em A[x] e, portanto, pode ser considerado um 
subanel de A[x]. É por esse ângulo que devemos interpretar a inclusão A c A[x]. 


Podemos mostrar agora que o conjunto dos polinômios invertíveis coincide com o con- 
junto dos elementos invertíveis do anel 4. De fato, se f E€ A[x] é invertível, então fg = 1, para 
um conveniente polinômio g sobre A. Daí: 9(/) + d(9) = 9(1) = 0. Logo, 9(/) = d(9) = 0 e, por- 
tanto, fe g são polinômios constantes invertíveis, o que significa, considerando-se a identi- 
ficação proporcionada pela proposição anterior, que são elementos de 4. Por outro lado, 
como já vimos, se c E A é invertível, então o polinômio f determinado por c, isto é, o polinô- 
mio definido por f(x) = c, é invertível e seu inverso é o polinômio g definido por g (x) = c. 
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as: 


8. Determineo polinômio p(x) de grau 3 cujas raízes são 1, 2 e 3, supondo que p (5) aid 


2 


9. Seja f uma função real definida por f(x) = ax? + bx? + cx + d para todo x E R, em que a, ; 
b, c e d são números reais. Se f(x) = 0, para todo x do conjunto (1, 2, 3, 4, 5}, calcule f(6). : 

10. Determine a, b e c de modo que a função f(x) = (a + b - 5)x? + (b + c - 7)x + (a + c) seja : 
identicamente nula. 

11. Dadas as funções polinomiais f(x) = (a - 1)x?+ bx + c e g(x) = 2ax? + 2bx - c, determine : 
a, b, c E C para que se tenha f = g? 

12. Qual o valor de a - b para que os polinômios 2x? + 17 e (x? + b)? - (x? - a?) (x? + a?), com : 
a, b E€ R, a > 0 e b> 0, sejam iguais? 

13. Dados os polinômios f(x) = x?, g(x) = x? + xt, h(x) = x? + xt + x6 e k(x) = 3xº - 6x! + 2x2, : 
obtenha números reais a, b, c de modo que se tenha k = af + bg + ch. 

14. Seja f E K(x), f + 0 e ðf = 3, em que K é um corpo; se a, b e c são três elementos distintos : 
de K, mostre que se podem determinar, de modo único, elementos p, q, r e s em K, tais : 
que f(x) = p + q(x - a) + r(x - a) (x - b) + s(x - a) (x - b) (x - c), Yx E K. 

15. Discuta, em função de a, o grau do polinômio f(x) = (2a? +a - 3)xº + (a? - 1)x? + (a + 1)x-3. : 

16. Sejam 4 um anel de integridade e f, g E€ A[x] tais que 9(f + g) = 5 e 3(f - g) = 2. Deter- : 
mine ð (fg), If - g) e d(f + g’). 

17. Sendo 4 um anel de integridade infinito e supondo que f, g € A[x] são tais que 3 (f?) = 8, : 
(fg) = 7, determine (f - g), 3f’, 0g? e O((f + 9)º). : 

18. Determine a condição para que um polinômio real ax? + bx + c seja um quadrado perfeito. : 
Resolução: ax? + bx + c é um polinômio quadrado perfeito se existir (px + q) € R[x] tal : 
que ax? + bx + c = (px + q); então: ax? + bx + c = p?x? + 2pqx + q. 

Aplicando a Proposição 3, temos: 

(i) a = p?; (ii) b = 2pq; (iii) c = q?. Quadrando (ii), temos b? = 4p?q? (ii). 
Substituindo (i) e (iii) em (ii), vem b? = 4(p°) (q?) = 4ac. Resposta: b? = 4ac. 
Essa condição também é suficiente. 

19. Determine a condição necessária para que o polinômio f(x) = (ax + b)? + (cx + d)?, em : 
que a, b, c e d são reais e não nulos, seja um quadrado perfeito. É também suficiente? 

20. Determine a E K de modo que o polinômio ax? seja um quadrado perfeito em K[x], nos ; 
seguintes casos: 

a) K=Q; 
b) K= R; 
c) K=C. 
21. Mostre que não existe um polinômio f € R[x] tal que FŒ) =f()f(x)=1+x+X, VxER. : 
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22. O coeficiente dominante de um polinômio p, de grau 3, é 1. Se p(1) = p(2) = 0 e p(3) = 30, 
calcule p(-1). 

23. a) Determine os polinômios f de grau 3 sobre R tais que f(x) - f(x -1) = x?, para todo : 

xER. 

b) Usando o resultado do item a, expresse em função de n a soma S = 1? + 2? + 3? +... + n°. 

24. Mostre que, se K é um corpo infinito, então existem funções de K em K não polinomiais. : 
Resolução: Consideremos a aplicação f: K > K tal que f(0) = 1 e f(x) = 0, para todo : 
x E K*. Como f admite infinitas raízes em K e f não é nula, então f não é polinomial. 

25. Mostre que as funções trigonométricas seno e cosseno não são funções polinomiais. 
Sugestão: Lembre-se do gráfico dessas funções. 


seoocoooocoooooooocococoocooocooocoooocococooooooooococooocoococoocooocooooooooooooooooooooo 


6.4 DIVISIBILIDADE EM A[X] 


6.4.1 Divisão exata 


Dados f, g E€ A[x], diz-se que um polinômio f divide g se existe um polinômio h E A[x] 
tal que g = fh. Também se diz, neste caso, que f é divisor de g ou que g é divisível por f. Para 
indicar essa relação usa-se a notação f | g. Se f não é divisor de g, isso é indicado por f ł g. 

Convém observar que, se f | g, g + O então g = fq e, portanto, d(9) = O(/) + d(q). Em par- 
ticular ð(f) < (g). 


Em R[x] o polinômio x - 1 divide o polinômio x? - 1, pois 
xX -1=(x-1)(x+1). 


De modo geral, (x - u) | œ” - u”), Yu E R, devido à identidade vista neste capítulo, em 6.3. 


Exemplo 7 Em qualquer anel A[x], os polinômios constantes não nulos, definidos por elementos 


invertíveis de A, dividem todos os polinômios. De fato, qualquer que seja o polinômio f, se c é inver- 
S 1 PEE 
tível em A, vale a igualdade f= eE) J . Como Er pertence ao anel dos polinômios a que pertence 


f, pois 1 pertence ao anel de coeficientes, a afirmação feita fica justificada. 


A relação de divisibilidade em A[x], definida acima, goza das seguintes propriedades: 


e f|f(reflexiva); 
e seflgeg|h,então f |h (transitiva); 
e seflg,eflg, então f | (9,h, +g,h,), quaisquer que sejam os polinômios h, e h,. 
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Demonstração 
Demonstraremos a última dessas propriedades. Por hipótese, existem polinômios q, e q, tais 
queg,=fq,eg,=fq, Daí, g,h,+9,h,=fah,+ fa,h,=f(ah,+q,h,) e, portanto, f| (g,h, + 9,h,). 
Dessa última propriedade saem, como casos particulares, as seguintes propriedades: 


° sef |g, €f |g, então f|(g,+9,); 
* se f | g , então f | gh, qualquer que seja o polinômio h. 


Definição 2 - Dois polinômios f, g e A[x] tais que f | g e g | f dizem-se associados. 
Quando f e g são associados, diz-se também que g é associado de f, e vice-versa. 


Proposição 4 - Seja f € A[x] um polinômio não nulo. Então um polinômio g E A[x] é 
associado de f se, e somente se, g = cf, para algum polinômio constante invertível c. 


Demonstração 
(>) De fato, por hipótese, g = fh, e f = gh, para convenientes polinômios h,, h, E A[x]. Assim: 
g=9(h,h,) 
e dessa igualdade segue que h,h, = 1, e, por isso, h, e h, são polinômios invertíveis e, portanto, 
constantes. 
(—) Como g = cf, então f | g. Mas, de g = cf, segue que (c) g = f, pois c é invertível. Logo, 
g | f e, portanto, g e f são associados. 


Os associados de um polinômio f e os polinômios invertíveis de A[x] são chamados divi- 
sores triviais de f. 


6.4.2 Algoritmo euclidiano 


Observemos os polinômios reais (sobre R) 1 + x? e 1 + x. Obviamente o primeiro não 
divide o segundo, já que tem grau maior que este. Mas o segundo também não divide o pri- 
meiro. De fato, se dividisse, existiria um polinômio de grau 1, digamos a + bx, tal que 1 + x? = 
=(1+x(a+bx)=a+bx+ax+bx=a+(a+b)x+ bx. Pelo princípio de identidade de 
polinômios: 


a=1,a+b=0eb=1. 


Como obviamente isso é impossível, então 1 + x não divide 1 + x? 
Veremos, porém, que sob certas condições, é possível conseguir uma “divisão aproxi- 
mada” de um polinômio por um outro - tal como acontece no anel Z. 
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Proposição 5 (algoritmo euclidiano) - Dados os polinômios f, g e A[x], comg+0€eo 
coeficiente dominante de g invertível, então existem polinômios q e r tais que f = gq + r, em 
que our = 0 ou d(r) < d(g). Ademais, é único o par de polinômios (q, r) que cumpre as condi- 
ções da proposição. 


Demonstração 

(Existência) 

Para a demonstração suporemos f(x) =a,+ax+..+ax e g(x) = b, + b,x + .. + b x”, com 
m > 0 e b invertível. 

Vamos por casos. 


i) f= 0 (polinômio identicamente nulo). Neste caso, q = r = O cumprem as condições do enun- 
ciado, pois 0 =g + O + 0. 

ii) f + 0 e (f) < (g). Quando isso acontece, basta tomar q = 0 e r = f, uma vez que f =g -0 +f 
e, por hipótese, (f) < ə(g). 

iii) f + 0 e O(f) > (g). Neste caso, procede-se por indução (segundo princípio) sobre o grau de f. 


Provemos para d(f) = 0. Quando isso acontece, d(g) = 0, devido à hipótese. Neste caso, por- 
tanto, f e g são polinômios constantes não nulos: f(x) = a, e g(x) = b, e b, é invertível, por hipótese. 
A divisão recai em A, em que é possível e exata: o quociente é q = b'a, e o resto r = 0. De fato, 
a,=by(bo'a,) + 0. 

Suponhamos agora que (f) = n > 0 e que o teorema seja verdadeiro para todo polinômio de 
grau menorr,0<r<n. 

Consideremos o polinômio f, definido da seguinte maneira: 


F.C) = fl) -a bp xg). (3) 

Se f, = 0 ou d(f,)<0(9), então q = a,b x” er = f, (para ver isso basta isolar f(x) no primeiro 
membro). 

Caso contrário tem-se 9(f,) > (g) e 9(f,) < n, pois o coeficiente dominante de f é igual ao do 
polinômio expresso por a,b 'x"” g(x). Portanto, devido à hipótese de indução, existem polinô- 
mios q, er, tais que 

FC) =g), &) +r (x), com r, = 0 ou d(r)) < d(9). (4) 

De (3) e (4) segue que 

fe) -abn xg) =g) (x) +r) 
e, portanto: 
fl) = a, bx" (x) +ga x) +r) 
ou 
fœ = [abp "x" + q elg) + r 


em quer, = 0 ou 3(r,) < (g). 


Isso demonstra existência (notar que q(x) = a„b„“x"™ + q, (x)). 
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(Unicidade) 

Vamos supor que se pudesse ter f = gq +r=9q, +r, com d(r) < (g), ser + 0, e d(r,) < d(9), se 
r, % 0. Então g (q - q,) = r, - r. Como A[x] é um anel de integridade, então r, - r = 0 se, e somente 
se, q - q, = 0 (pois g + 0). 

Suponhamos que r, - r + 0, isto é, rr, e, portanto, que q + q,. Então tem sentido falar no grau 
der, renodeg- qg eogal oaa aE): 

Logo, 9(r, - r) > (g). Mas isso leva sempre a um absurdo. De fato, as possibilidades para 
a(r, - r) são as seguintes: 


a) O(r, - r) = ð(r,), se r = 0, e se teria (r) > 3(g), o que é impossível; 

b) 9(r, - r) = ð(r), se r, = 0, e neste caso se teria 3(r) > (g), o que também não pode ocorrer; 

c) a(r, - r) < max {9 (r), 3(r)}, se r, r, + 0, e neste caso se concluiria que max {0(r,), O(1)) > ô(9), 
o que também é impossível. 

Logo, r, = r e, por conseguinte, q = q,. 


Corolário - Seja K um corpo e consideremos f, g E K[x], com g + O. Então existem poli- 
nômios q e r tais que f = gq + r, em que ou r = 0 ou (r) < (g). Ademais, é único o par de 
polinômios (q, r) que cumpre essas condições. 


Demonstração - É só observar que, como K é um corpo, o coeficiente dominante de g é necessa- 
riamente invertível. 


No algoritmo euclidiano, os polinômios dados, fe g, e os polinômios q e r, cuja existência 
e unicidade acabamos de demonstrar, são chamados, respectivamente, dividendo, divisor, 
quociente e resto da divisão de f por g. 


Exemplo 8 Determinemos o quociente e o resto na divisão euclidiana de f) = x° - 1 por g W) =x+ 3, 
ambos em Z[x]. 


Como o coeficiente dominante de g é 1, elemento invertível de Z, então a divisão é possível em Z[x]. 
Adotemos o seguinte dispositivo: 
$+0xX22+0x-1|x+3 
-X — 3x? xe 
- 3x? +0x-1 
O polinômio f œ) =-3xº - 1 é o primeiro resto parcial, uma vez que seu grau ainda é maior que o de g. 


Aplicar a hipótese de indução a f, com relação a g significa, na prática, repetir o procedimento usado 
na etapa anterior. Vejamos: 
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xX+0xX2+0x-1 |x+3 
-X - 3x? XxX -3x+9 
-3x +0x-1 
3x? + 9x 
9x-1 
- 9x- 27 
- 28 


Logo, o quociente neste caso é q = 9 - 3x + x? e o resto é r= -28. 


cccococecccesecoses 


Exercícios 


26. Dividindo o polinômio f por x? - 3x + 5, obtemos quociente x? + 1 e resto 3x - 5. Deter- 
mine f. 
Resolução: Temos de impor que: 
f(X) = (x + 1) (x? - 3x + 5) + (3x - 5) = (xt - 3x? + 6x? - 3x + 5)+ (3x - 5) = xt - 3x? + 6x2, 
Yx E C. Resposta: f = xt - 3x? + 6x2. 

27. Dados os polinômios p(x) de grau m e q(x) de grau n(n < m), o resto da divisão de p(x) 
por q(x) tem grau r. Determine os possíveis valores de r. 

28. Numa divisão de polinômios em que o dividendo tem grau m e o quociente grau n, qual 
é o grau máximo do resto? 

29. Efetue a divisão de f = x? + ax + b por g = 2x? + 2x - 6. Qual é a condição para que a di- 
visão seja exata? 
Resolução: Raciocinando apenas com os coefientes, temos: 


1 0 a b |2 2 -6 
-1 -1 3 1 1 
ZpS 
-1 a+3 b 2 2 
1 1 -3 
a+4 b-3 


e o resto é nulo para a = -4 e b = 3. 
Resposta geral: q = Jx - 5 er= (a + 4)x + (b - 3). 
Para divisão exata: a = -4 e b = 3. 

30. Sem efetuar a divisão, determine a e b de modo que o polinômio f(x) = (x +2}? + (x- 1)º + 
3ax + b seja divisível por g(x) = (x - 2)2. 
Resolução: Desenvolvendo as potências, obtemos: f(x) = 2xº + 3x? + (15 + 3a) x + (7 +b), 
g(x) =x? -4x +4. 


rescoooocococoooococsoooooocococooooooocoocococococooocooooocoooooocooooooococooooooooooooooooooooooooo 
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31. 


32. 


33. 
34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 
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Fazendo q(x) = cx + d (pois dq = ðf- dg = 1) e lembrando que f= qg (pois fé divisível por g), 
temos, para todo x: 


2x)+ 3x2 + (15 + 3a)x + (7 + b) = (cx + d) (x - 4x + 4) = 
=cxX° + (d-4c) x + (4c - 4d) x + 4d. 


Portanto: 

Z=€ 

3=d-4>d=4+3=8+3=11 

15 + 3a = 4c - 4d > 15 + 3a = 8 - 44 > 3a = - 51 > a = -17 
7+b=4d>7+b=44>b=37 
Resposta: a = -17 e b = 37. 


Determine os números reais a e b de modo que o polinômio f(x) = x! - 3axº + (2a - b)x? + : 


2bx + (a + 3b) seja divisível por g(x) = x? - 3x + 4. 


Dividindo (x? - 4x? + 7x - 3) por um certo polinômio p(x), obtemos o quociente (x - 1) : 


e o resto (2x - 1). Determine p(x). 


Quais são o quociente e o resto da divisão de p(x) = xt + x? + 1 por q(x) =x? -x + 1? 


O polinômio ax? + bx? + cx + d é o quociente da divisão (que é exata) de xº - x* - 34x? + : 


34x? + 225x - 225 por x? - 4x + 3. Determine |a +b+c+d]. 


O polinômio real p(x) = axº + bx! + cx? + dx? + ex + f é divisível por g, (x) = -2x? + V5x : 


e por g,(x) = xº - x -2. Quantas são as raízes reais de p(x)? 


Para que valores de m o resto da divisão de f(x) = 4x? - 3x? + mx + 1 por q(x) =2x° -x +1 : 


independe de x? 


Sejam q o quociente e r o resto da divisão de um polinômio f por um polinômio g. : 


Dê o quociente e o resto da divisão de f por 2g. 


Demonstre que, se f e g são polinômios divisíveis por h, então o resto r da divisão de f : 


por g também é divisível por h. 


Resolução: Seja q, o quociente de f por h: f = q,h. Seja q, o quociente de g por h: g = q,h. ; 


Sejam q o quociente e r o resto da divisão de f por g: f = qg +r. 
Temos, então, r = f - qg = q,h - qq,h = (q, - qq,)h e, portanto, r é divisível por h. 


Se n é um número inteiro ímpar positivo, prove que o polinômio 1 + x é um divisor do : 


polinômio 1 + x + x? +... + x"! + x" em Z [x]. 


Exercício complementar 


C1. 


Para quais valores do natural n o polinômio f = 1 - x” + x°” — xº" + x“ é divisível pelo : 


polinômio g = 1 - x + x? - x?+ x%? 


pesoooooocococoooooocooocococcooooooocooococooococoococoooooocoooocooooccoooooooooooooooooooo 
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6.5 SOBRE RAÍZES 


6.5.1 Teorema do resto 


Inicialmente generalizaremos o conceito de raiz de um polinômio dado na Definição 1. 


Definição 3 - Seja f um polinômio sobre A definido por f(x) = a, + a x +... + a x. Supo- 
nhamos ainda que A seja um subanel unitário de um anel de integridade L. Um elemento u E L 
é chamado raiz de f se f(u) = a, + a,u + ... + a,u” = 0 (zero de L - aliás, o mesmo de 4). 

Neste caso, diz-se também que u é raiz da equação f(x) = 0. 


Exemplo 9 As raízes do polinômio racional (coeficientes racionais) f(X) = x? - 3 são os números 
reais V3 e-v3. 


Proposição 6 (teorema do resto) - Seja f um polinômio sobre 4, de grau > 1. Se 4 é um 
subanel unitário do anel de integridade L e u é um elemento de L, então o resto da divisão de 
f(x) por (x - u) em L[x] é f(u). 


Demonstração - Se o quociente e o resto na divisão de f por x - u em L[x] são, respectivamente, 
qer, então: 
fœ) = (x - u)alx) + r(x), (5) 


em que d(r)<O(x-u)=1,ser+ 0. Portanto, ser + 0, então 9(r) = 0, ou seja, r é constante. 
Mas, fazendo-se x = u em (5): 


f(u) = (u - u) q (u) + r (u) =r (u). 


E, como r é um polinômio constante, então r = f(u), como queríamos provar. 


Convém observar que na proposição anterior o quociente q pode ser um elemento de 
L[x] e que seu grau é uma unidade a menos que o do divisor f. De fato, como r = 0 ou O(r) = 0, 
então (f) = O((x - u)q) = O(x - u) + (q) = 1 + (q) e, portanto, d(q) = (f) - 1. Ademais, 
f eq têm o mesmo coeficiente dominante. Para chegar a essa conclusão, basta observar 
que, pelo princípio de identidade de polinômios, o coeficiente dominante de f é igual ao 
produto do coeficiente dominante de (x - u), que é 1, pelo coeficiente dominante de q. 


Corolário - Seja f um polinômio sobre 4, de grau > 1. Se A é um subanel unitário do anel 
de integridade L e u é um elemento de L, então (x - u) | f (em L [x]) se, e somente se, f(u) = 0. 
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Demonstração: 

(>) Se (x - u) | f, então o resto da divisão de f por (x - u) é 0. Mas esse resto, pela proposição, 
é f(u). Logo f(u) = 0. 

(—) Como f(u) é o resto da divisão de f por (x - u) e f(u) = 0, por hipótese, então (x - u) | f. 


SGL Se n é um número inteiro positivo ímpar, então x” + 1 é divisível por x + 1. De fato, 
C1} +1=C0)+1=0. 


A determinação do quociente e o resto da divisão de um polinômio f € A[x]de grau > 1 
por um polinômio de grau 1 do tipo ax - b, com a + 0 einvertível em A, pode ser feita, no corpo 
das frações de A, a partir da divisão de f por um conveniente polinômio do tipo x - u. De fato, 
se K é o corpo das frações de A, o algoritmo euclidiano aplicado em K[x] a f (dividendo) e 


xX- 5 (divisor) leva a 


) 


Multiplicando-se o primeiro fator da primeira parcela do segundo membro por a e o 


b 
s= [2-2] 69 + 


segundo por 1 , obtém-se: 
a 


fo) = (ax- b) |À 


a 


3 


Portanto, devido à unicidade garantida pelo algoritmo, o quociente nessa divisão é o 


qalx) +f 


b ; 
produto de É pelo quociente da divisão de f por x - q em K[x] e o resto é o mesmo. 
a 


| Exemplo 11 gg O resto da divisão de f0)=xº- 2x? - 3 por 2x + 1 é f(-1/27)= (1/2) - 2(-1/22 - 3 = 
=-1/8-1/2-3=-29/8. 


Proposição 7 - Seja f um polinômio sobre A. Se L é um anel de integridade do qual A é 
um subanel unitário e u,, u,, .., U, E L são raízes distintas de f, então existe um polinômio 
q E L[x] de grau n - r tal que 


f) =R- u) (x - u) q(x). 
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Demonstração - Deixaremos de fazê-la, considerando que o raciocínio é análogo ao que foi usado 
na demonstração do corolário da Proposição 1. 


6.5.2 Algoritmo de Briot-Ruffini 


O algoritmo a ser estudado aqui é um dispositivo prático para efetuar a divisão de um 
polinômio f de grau n > 1 por um polinômio do tipo x - u. Para facilitar, representaremos f(x) 
na forma 


fosa tax tax tata x+a (:a,40) 


em vez de usar a forma-padrão. Usaremos também uma representação semelhante para o 
quociente 


q(x) = bx" +b x? +.. +b X+b 
Assim, se o resto for indicado por r, tem-se a seguinte igualdade: 


ar+axtr+ax?+.+a x+a=(x-u(bx!+bx?+..+b o x+b J+r= 
=bx"+(b -ub)x!+..+(b ,-ub )x+(r-ub ). 


Pelo princípio de identidade de polinômios: 


b =a b,- ub, =a, (:b =ub,+a),...,b,,-ub a, (© b, = Ub, +a) Ee 


n-2 7 


r-ub,,=4a,(¢+r=ub,;+a,). 


Isso posto, o quociente e o resto podem ser obtidos mediante o dispositivo abaixo, em 
que o primeiro elemento da terceira linha é a, e os demais são as somas dos elementos 
correspondentes da primeira linha com o produto de u pelo elemento da terceira linha e 
coluna anterior. 


a, a, a, s a a, | u 
ub, ub, ais ub, ub | 
a=b, ubt+a=b ub +a,=b, .. ub „+a =b ub +a, =r 


| Exemplo 12 pm A divisão de x* - 1 por x- 2 pode ser efetuada assim: 


1 0 0 0 x | 2 
2 4 8 16 | 
1 2 4 8 i5=r | 


Portanto, o quociente é dado por gq) = x? + 2x? + 4x + 8, e o resto é r= 15. 
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40. 
41. 
42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 
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Qual é o quociente da divisão de 2x! - 5x? - 10x - 1 por x - 3? 
Qual é o resto da divisão dex! + x? + x? + x + 1 por x + 1? 

Determine a, a E R, de modo que o polinômio f(x) = ax? + (2a - 1)x? + (3a - 2)x + 4a : 
seja divisível por g(x) = x - 1 e, em seguida, obtenha o quociente da divisão. 


Resolva, em C, a equação x! - 5x? - 10x - 6 = 0, se duas de suas raízes são -1 e 3. 
Resolução: Vamos dividir p(x) = x! - 5x? - 10x - 6 por (x + 1) (x - 3): 


1 0 -5 -10 6 |-1 
1 -1 -4 + | o |3 
1 2 2 | 0 | 


Então p(x) = (x + 1) (x - 3)(x? + 2x + 2); portanto, as demais raízes vêm de x? + 2x + 2 = 0, : 
isto é, x = -1 Ł i. 

Resposta: S = {-1, 3, -1 +i, -1 -i). 
O polinômio p(x) = xº - x! - 13x? + 13x? + 36x - 36 se anula para x = 1. Quais as suas : 
raízes? : 
Determine p e q reais de modo que f(x) = x? + (p - q)x + 2p e g(x) = x? + (p + q) sejam : 
ambos divisíveis por 2 - x. 
Na divisão do polinômio 5xº + ax? + bx? + 3x + 1 por x - 2, encontrou-se o quociente : 
5x! + cx? + dx? + ex + 115. Determine o resto. 
Determine o polinômio f de grau 2 que, dividido por x, x - 1 e x - 2, tem como restos 4, ; 
9 e 18, respectivamente. 

Resolução: Seja f(x) = ax? + bx + c. Temos: 
f(0)=a-02+b-0+c=4>c=4 (1); 
f(1)=a:1?+b-1+c=9>a+b+c=9 (ii); 
fQ)=a-22+b-2+c=1854a+2b+c=18 (ii). 
Substituindo-se (i) em (ii) e (iii) resulta o sistema: 


a+ b= 5 
4a + 2b = 14 
que, resolvido, dá a = 2 e b = 3. Resposta: f(x) = 2x? + 3x + 4. 


Determine o polinômio de grau 3 que se anula para x = 1 e que, dividido por x + 1, : 
x-2ex+2, dáresto 6. 


Aplicando Briot-Ruffini, determine o quociente q e o resto r da divisão def(x)=xº-x?+x-1 ; 
por g(x) = (x - 2) (x - 3). 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 
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Resolução: Sejam q, o quociente e r, o resto da divisão de f por x - 2: fœ) =q, (x-2) + : 
rœ% 6) : 
Sejam q, o quociente e r,(x) o resto da divisão de q, por x - 3: 
ae = q,0)lx- 3) +r, (ii) 

Substituindo (ii) em (i), vem: 


fœ = La, Cl — 3) + rl - 2) + 1,0) = q,0)0e- 2)0x — 3) + [r, COM — 2) + ro 


Assim, q, é o quociente e r,(x)(x - 2) + r,(x) é o resto procurados. Apliquemos Briot- : 
-Ruffini duas vezes: : 


fra i a |2 4> 1 ı 3 É 
q> 1 1 3 5 | 4> 1 4 315| 
r r. 


q(x) =q,(x) =x +4 

rax) =r R -2) +r) =15R-2)+5=15x-25 
Resposta: q(x) = x + 4 e r(x) = 15x - 25. : 
Sendo 8 e 6 os restos respectivos da divisão de um polinômio f(x) por (x - 5) e (x - 3), : 
determine o resto da divisão de f(x) pelo produto (x - 5) (x - 3). : 
Qual é o coeficiente de x? no polinômio f(x) de grau 3 que se anula para x = -1 e dividido : 
separadamente por x - 1, x + 2 e x + 3 deixa sempre resto 10? : 
É dado o polinômio f(x) = (a - 1)xº + (a + 1)xº + (a? - 1)x! - (2a + 1)x + 12. : 
a) Determine a de modo que o quociente da divisão de f(x) por g(x) =x? + 1 tenha grau 3. : 
b) Para esse valor de a, calcule o quociente e o resto da divisão de f por g. : 
Determine o resto e o quociente da divisão de f(x)=x"- a” porg(x)=x-a. 
Resolução: r=f(a)=a"-a"=0 

Aplicando Briot-Ruffini, temos: 


n-— l zeros 
t Q 0 0 0 -q" | a 
1 a à à ar 0 | 


Resposta:r=0eq(x)=x"!+axr 2 +q'x 3 +..+ar. 

Determine o resto e o quociente da divisão de f(x) =x" + a" porg(x)=x-a. 
Resolução: r = f(a) = a" + a” = 2a" 

Aplicando Briot-Ruffini, temos: 


n-— l zeros 
paee, 
10 0 0 ~s 0 a" |a 
1 a o & a | 2a” 


Resposta: r = 2a” eq(x)=x"! + ax2+ q'x 3 +... + a"! 
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55. 


56. 
57. 


58. 
59. 
60. 
61. 


62. 
63. 


64. 
65. 
66. 


67. 
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Determine os restos e os quocientes das divisões de f por g nos seguintes casos: 
a) fx)=x*-81eg(x)=x+3 e) fx)=x-1eg(x)=x-1 

b) fl)=x+81eg(x)=x-3 f) fœ) =xf+1eg(x)=x+1 

c) fx) =x +32eg(x)=x-2 9) f(x) =x +243 e g(x) =x-3 

d) fx) =x" -32 eg) =x+2 h) f(x) =x +243 eg(x)=x+3 

Transforme xº - aë num produto de dois polinômios. 


A divisão de (x - 1) por (x - 1) tem resto r(x) e quociente q(x). Qual o valor de r(x) e : 
qual o valor de q(x) para x = 0? 
Para quais valores de n o polinômio x” - a?” é divisível por x? - a?? 
Qual o quociente da divisão de 4x4 + 6x? - 7x? + 8x - 7 por 2x + 3? 
Qual é o resto da divisão de f(x) = xè + 1 por g(x) = 2x - 4? 
Prove que, se um polinômio f € A[x] é divisível separadamente por x- a e por x - b, com : 
aEAebEAea +b, então f é divisível por (x - a) (x - b). ; 
Resolução: Seja q o quociente da divisão de f por (x - a) (x - b). O resto dessa divisão é : 
r(x) = mx + n, pois (r) < 2 ou r = 0. Então f(x) = (x - a) (x - b)q(x) + (mx + n). : 
Como f é divisível por x - a, vem: f(a) = (a - a) (a - b)q(a) + (ma +n) = 0 (1) 
e, sendo f é divisível por x - b, vem: f(b) = (b - a)(b - b)q(b) + (mb +n) =0 (2) 
Resolvendo o sistema (lembrar que A é anel de integridade): 

ma+n=0 

mb+n=0 
nas incógnitas m e n, obtemos m = n = 0 e, assim, r = 0. 
Prove que (x - 2)” + (x - 1)" - 1 é divisível por x? - 3x + 2, (n > 0). 
Determine a e b em R de modo que o polinômio f(x) = x? + 2x? + (2a - b)x + (a + b) seja l 
divisível por g(x) = x? - x. 
Para quais valores de a e de b o polinômio xº + ax + b é divisível por (x - 1)?? 
Prove que nx"*! - (n + 1)x” + 1 é divisível por (x - 1)?, Yx E Nº, 
Determine os números reais a e b e o maior inteiro m para que o polinômio xº — ax! + : 
+ bx? - bx? + 2x - 1 seja divisível por (x - 1)”. 
Determine o quociente e o resto da divisão de f(x) = x? - 5x? + 8x- 4 por g(x) = (x - 1)(2x - 4). : 
Resolução: Vamos dividir f sucessivamente por x - 1 e 2x - 4 = 2(x - 2): ; 


f> 1 5 8 -4 | 1 q> 1 4 4 | 2 
qo 1 4 4 0 | 2,> 1 2 0 | 
r r. 


1 2 


q(x) = q,(x) = 3 (x-2)= 5 x- 1 (ver exercício 49) 
rx) =r- 1) +r Œœ = 0(x- 1) + 0 = 0 (ver exercício 49) 


Resposta: q(x) = 5% -1er=0. 
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68. Um polinômio f, dividido por x + 2 e x? + 4, dá restos 0 e x + 1, respectivamente. Qual é : 
o resto da divisão de f por (x + 2) (x2 + 4)? : 


Exercícios complementares 


C2. Efetue a divisão euclidiana de f(x) = x" - 1 por g(x) = xº - 1. Qual deve ser a relação ; 
entre n e p para que f seja divisível por g? É 
C3. No polinômio f(x) = nx"? - (n + 2)x"*! + (n + 2)x - n faz-se a mudança de variávelx=y + 1. : 
Determine o polinômio em y. Qual é uma raiz (óbvia) desse polinômio? E do polinômio : 
em x? : 


COOL LCCCLCLCLCLCCCCCOLCCCCCCCCCCCO CCO COLO soco ses 0s 


6.5.3 Raízes múltiplas 


Dado um polinômio f(x) =a,+ax+a,x?+...+a x" E A[x], denomina-se derivada formal 
de f, e indica-se por f’, o seguinte polinômio sobre A: 


f'(x) =a, + (2-a, )x + (3 + a,)x? +.. + (n + a ) xX". 


Obviamente a derivada de um polinômio constante é o polinômio nulo e a derivada de 
um polinômio de grau n > 1 é um polinômio de grau no máximo n - 1. 
Dessa definição decorrem as seguintes propriedades, aqui apenas citadas. 


d) Se f(x) e g(x) são polinômios e h(x) = f(x) + g(x), então k’ (x) = f(x) + g'(x). 
e) Se f(x) e g(x) são polinômios e h(x) = f(x) - g(x), então h’(x) = f (x)g(x) + g'(x)h(x). 
f) Se f(x) é um polinômio e g(x) = [f(x)]”, em que n é um inteiro estritamente positivo, 


então g'(x) =n * [f(x)]" (x). 


Sejam fum polinômio sobre 4 e u um elemento de 4. Suponhamos que u seja uma raiz 
de f. Então, como já vimos, fé divisível por x - u e, se q, é o quociente, então f(x) = (x - u) q,(x). 
Nessas condições, se u não é raiz de q, dizemos que u é uma raiz simples de f(x). Mas pode 
ocorrer de u ser raiz de q, e nesse caso existe um polinômio q, tal que q,(x) = (x - u) q,(x) e, 
portanto, f(x) = (x - u)?q,(x). Se u não é raiz de q,, diz-se que u é uma raiz dupla de f(x). 
E assim por diante. 


Definição 4 - Sejam f um polinômio sobre 4 e u um elemento de 4. Se existe um número 
natural r > 1 tal que 
fœ) = (x - u)'a (9, 


em que q, é um polinômio com coeficientes em A e u não é raiz de q, então se diz que u é uma 
raiz múltipla de multiplicidade r, de f(x), em 4. 
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Proposição 8 - Seja f um polinômio sobre A e u E€ A uma raiz de f. Para que u E À seja 
raiz múltipla de f, é necessário e suficiente que u seja uma raiz de f’. 


Demonstração - (>) Sendo u uma raiz múltipla de f, então existe q em A[x] tal que 
fœ = (x - u)?- q). 
Por derivação: 
F) = 20x - a(s) + (x - u)?g'69. 
Portanto, f(u) = 0. 
(-) Por hipótese, f(u) = 0. Suponhamos, por absurdo, que u fosse raiz simples de f. Então: 
fœ) = (x- u) - (x) 
para um certo q E€ A[x] tal que q(u) + 0. Mas a derivada de f é dada por 
FC) = ql) + (x-u)- q'(x). 
Parax=u: 
Fu) = a(u) + (u - u) + q'(u) = a(u), 
o que é absurdo, pois f(u) = 0 e q(u) + 0. 


| Exemplo 13 gg O polinômio real f(x) = 1 + x+ x? não tem raízes múltiplas. De fato, f(X) = 1 + 2x, cuja 


única raiz é -1/2. Mas f(-1/2 = 1 - 1/2 + 1/4 = ; 


[ESA Seja Kum corpo infinito de característica 0. Então, qualquer que seja n > 0, f0)=-1 +" 
não tem raízes múltiplas. De fato, neste caso, f'(X) = n » x'"!,cuja única raiz é O (zero do corpo K). Mas 
f(0)=-1%0. 

Porém, se a característica de K fosse n (e, portanto, n seria um número primo), então 1 (unidade de A) 
seria raiz de fX) = -1 + x” e de f, pois, neste caso, f(1)=n-1=o0. Logo, seria raiz múltipla. 


69. Determine todas as raízes e respectivas multiplicidades dos polinômios de C[x]. 
a) f(x) = 3(x + 4)(xº + 1) 
b) g(x) =7(2x- 3x + 1} - 5) 
c) h(x) = 4(x - 10)*(2x - 3) - 4(x - 10)'(x - 1) 
d) p(x) = (x? + x + 1)(7x - 147) : 
70. Qual é o grau de um polinômio p(x) cujas raízes são 3, 2, -1, com multiplicidades 7, 6 e ; 
10, respectivamente? : 
Resolução: p(x) = k(x - 3)” (x - 2)º (x + 1)", em que k E€ C e k + 0 Resposta: grau 23. 
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71. Forme o polinômio cujas raízes são 2,-3,1 + ie 1 - i, com multiplicidade 1. 

72. Qual é a multiplicidade da raiz 1 do polinômio x* - x? - 3x2 + 5x - 2? 

73. Quais são os valores de a e b para que o polinômio x* + (3a — b)xº + (2b — 4)x? + (ab + 4)x + 
+a + b tenha uma raiz dupla igual a zero? 


74. Qual deve ser o valor de m para que o polinômio xè? — (4 + m)x? + (4 + 4m)x - 4m tenha 
o número 2 como raiz dupla? 


75. Se m é raiz dupla da equação x? - 75x + 250 = 0 en = -2m é a outra raiz, ache m e n. 
Resolução: A equação dada é redutível à forma (x - m)?(x + 2m) = 0; isto é, desenvol- 
vendo: x? - 3m?x + 2m? = 0. Portanto, devemos ter: 3m? = 75 e 2m? = 250, e isso acarreta 
m=5en=-10.Respostaam=5en=-10. 

76. Mostre que os seguintes polinômios de C[x] não têm raízes múltiplas. 

a) f(x) =x +x; 
b) g(x) =x" -5x+ 1, 
c) h(x) =x - 1. 
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6.5.4 Raízes racionais de um polinômio de Z[x] 


cecccooccoooocooococococococococococcococoocooocooocoooo 


Consideremos um polinômio f(x) = a, + a,x + a,x? + ... + a x" com coeficentes inteiros, ou 


seja, a, A, ..., A, E Z. A seguinte proposição é útil em muitas situações. 


Proposição 9 - Mantida a notação das considerações anteriores, se um número racional 


u= $, representado na forma irredutível (isto é, mdc (r, s) = 1), é raiz de f, então r | apes |a, 


Demonstração - Como f(u) = 0, então: 


Multiplicando-se ambos os membros por s”: 


E a a a O A (6) 


Pondo s em evidência na soma dos primeiros n termos do primeiro membro e passando para 


o segundo o último termo, temos: 


n-1 n-2 -1 = n 
SS O ras T e ES 


Isso mostra que s | a,r”. Como s é primo com r” (pois é primo com r, por hipótese), então s | a. 

A demonstração de que r | a, segue a mesma ideia: colocar r em evidência na soma dos n últimos 
termos de (6), passar a,s” para o segundo membro e depois usar o fato de que, se um número inteiro 
divide um produto de dois fatores e é primo com um deles, então esse número divide o outro. 
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e 


E E sd g ; 1 
Note que a recíproca dessa proposição não é verdadeira. De fato, tomando u = 3 


fŒ) = 1 + 3x?, por exemplo, vemos que 1 | 1, 3 | 3 e, no entanto, 3 não é raiz de f. 


Corolário 1 - Se um número inteiro r é raiz do polinômio f(x) = a, +ax+a,x +... 
+ a x" E Z[x], então r é um divisor de a, 


Corolário 2 -Se f(x) = a, + a,x + a,x? + ... + x" E Z[x], então as eventuais raízes racionais 
de f são números inteiros divisores de a,. 


7 . r z > æ 
De fato, se o número racional u = z: com mdc(r,s) = 1, é raiz de f, então s |1 e, portanto, 
£ Fes ta 
s=+ 1. Logo, qotre portanto, pertence a Z. Pela proposição, r divide a, e, portanto, o 


mesmo acontece com -r. De onde, u | a,. 


[EEE O polinômio f € Zi definido por f(9) =2 + x + xº não tem raízes racionais. De fato, 
se as tivesse, elas seriam números inteiros divisores de 2. Mas esses divisores são +1, +2. Como f(N) = 4, 
fC-CD=2, f(2)=8 e f(-2) = 4, então efetivamente f não tem raízes racionais. 


Pode-se provar, por exemplo, que V2 é um número irracional usando-se o critério dado 
pela proposição. De fato, V2 evidentemente é raiz do polinômio f0)=x?-2=-2 + x2. Mas, se f tivesse 
uma raiz u € Q, então essa raiz seria um inteiro divisor de -2. Logo, u = +2, +1. Mas nenhum desses 
números é raiz de f, como é fácil comprovar. Se f não tem raízes racionais e V2 é raiz de f, então v2 
é irracional. 


Da mesma maneira se demonstra que Vp é irracional, qualquer que seja o número primo positivo p. 


77. Quais são as raízes inteiras da equação p(x) = x? - 9x? + 22x - 24 = 0? : 
Resolução: Lembremos que resolver a equação p(x) = O significa encontrar as raízes : 
de p(x). Como o coeficiente de xè é 1, as possíveis raízes inteiras da equação são diviso- : 
res de -24, isto é, deverão estar no conjunto 


1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,8,-8, 12,-12, 24, -24. 
Calculando o valor de p nesses números, temos: 
p(1) + 0, p(-1) + 0, p(2) + 0, p(-2) + 0, p(3) + 0, p(-3) + 0, p(4) + 0, p(-4) + 0. 


Mas p(6) = 0. 
Dividindo p(x) por x - 6: 


eeoocococooooooooo 


| 
(09) 
= 
© 


recaímos na equação x? - 3x + 4 = 0, cujas raízes são complexas e não inteiras. Resposta: 6. : 


78 
79 


80. 
81. 
82. 


83. 
84. 
85. 
86. 
87. 


88. 


89. 
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. Quais as raízes inteiras da equação x? + 4x? + 2x - 4 = 0? 


- Quais as raízes da equação 3xº - 13x? + 13x - 3 = 0? 


Resolva a equação 15x? + 7x? -7x+1=0. 
A equação 5xº - 37x? + 90x — 72 = 0 tem raízes inteiras. Ache-as. 


Resolva a equação 2x! - 5x? - 2x? - 4x +3 = 0. : 
Resolução: Vamos inicialmente pesquisar raízes racionais da equação. Se E é raiz, : 
então p E {1, -1, 3, -3} e q E (1,2). : 


Portanto, 


1-13 3 
eli, L3, 34,-4,3,-3], 


ald 


Fazendo f(x) = 2x! - 5xº — 2x? - 4x + 3, temos: 
f(1) +0, f(-1) + 0, f(-3) + 0. 


1 

Mas f(3)=0ef (3) = 0; portanto, f é divisível por (x - 3) |x - 5: 
2 -5 -2 -4 3 3 

2 1 | -1 0 1/2 


1 1. v3 1 x3 
i . 


Resposta: S= ;3, 272 +i 


Determine as raízes da equação x’ - 8x? + 6x? + 7x- 6=0. 

Resolva a equação xº - x! - 82x? - 281x? - 279x - 198 = 0. 

Resolva: 2xº + xº - 13x! + 13x? -x-2 = 0. 

Determine as raízes da equação x! + 3xº - 6x* - 6x? + 9x? + 3x- 4 = 0. : 
Prove que, se uma equação polinomial com coeficientes inteiros tem como raiz um : 
número irracional a + Vb , com a, b E€ Z, b primo positivo, então a - Vb também é raiz : 
da equação. : 
Com base no exercício anterior, determine um polinômio com coeficientes inteiros e : 
grau mínimo que tenha como raízes 1,2 e 1 - V2. 

Encontre as raízes do polinômio 3x* - 5x? - 7x? + 3x + 2, se uma delas é 1 + V2. 


COCO LOCO CCLECELCCCLCLCCCCCOLOCECOLCCLLCCCOCCLOOCO COCO se cocos... 
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6.5.5 Raízes complexas de um polinômio de Rix] 


O primeiro matemático a lidar intencionalmente com números complexos, mas, mesmo 
assim, entendendo talvez que se tratasse de um desafio inútil, foi o italiano Girolamo Car- 
dano (1501-1576). Até então esses números, quando apareciam (por exemplo em proble- 
mas do segundo grau), eram descartados de pronto, pois nada se sabia sobre sua natureza 
ou utilidade. Cardano tinha, porém, razões mais fortes para pelo menos matutar sobre esses 
novos entes matemáticos, devido a seu trabalho com equações cúbicas (grau 3), em cuja 
discussão, como logo se veria, eles têm um papel fundamental. De todo modo, parece que foi 
Cardano o primeiro matemático a perceber que, na resolução de equações, esses números 
aparecem “aos pares”. Naturalmente em polinômios com coeficientes reais, os únicos conce- 
bíveis na época. 

Antes de enunciar a proposição seguinte, lembremos que o conjugado de um número 
complexo z = a + bi é o número complexo Z = a - bi. Lembremos ainda as seguintes proprie- 
dades, aliás de verificação direta: 


e z=wse,e somente se, Z = W; 


Proposição 10 -Seja f(x)=a,+a,x+a,x?+...+a xX" um polinômio sobre R. Se o número 
n 
complexo z é raiz de f, então Z também é raiz desse polinômio. 


Demonstração - Por hipótese: 
flz)=a+az+azZ+..+az'=0 
Então, levando-se em conta as propriedades lembradas: 


f(z)=a, da Zea (2) Sal Z)" =a +a z+ta (zo) Ran (z E apa za z totaz ==. 


| Exemplo 17 g Encontrar as raízes de f(x) = -1 + 2x — xX? + 2%. Inicialmente vejamos se esse polinômio 
tem raízes racionais. As possíveis, devido à proposição 9, são 1/1 = 1, 1/-1 = -1, 1/2 e -1/2. Uma verifi- 
cação direta mostra que a única raiz racional é 1/2. As demais são raízes do quociente de f(x) por (x — 1/2). 
Esse quociente, que pode ser determinado pelo algoritmo de Briot-Ruffini, é 2x? + 2, que tem discrimi- 
nante -16, e, portanto, suas raízes são números complexos conjugados: 


2) +2=0602=16x=+i 


Então as raízes de f são: 1/2, +i. 


Uma consequência da proposição 10 é que, por exemplo, um polinômio real de grau 3 ou tem uma 
raiz real ou três raízes reais, nunca duas ou nenhuma. Isso significa que o gráfico de uma função polinomial 
de grau 3 corta necessariamente o eixo das abcissas, e o faz em um ou três pontos. Por exemplo, o gráfico 
da função polinomial do exemplo anterior corta o eixo das abcissas apenas no ponto (1/ 2, 0). 
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Esse resultado pode ser generalizado para graus ímpares: uma função polinomial real de grau 5 
sempre corta o eixo das abcissas, e o faz em um, três ou cinco pontos. E assim por diante. 

Com uma função polinomial de grau par pode acontecer de o gráfico não cortar o eixo dos x. Mas, 
quando corta, o número de vezes é par. Por exemplo, f(x) = x* - 1 corta o eixo das abscissas nos pontos 
(1,0) e -1,0). 


90. Obtenha os polinômios reais de grau mínimo que têm como raízes i, 2i e 3i. 
Resolução: Devido à Proposição 10, as raízes do polinômio procurado são: i, -i, 2i, -2i, : 
3i e -3i. 
Logo, o polinômio é: 
k(x - I(x + HÐ(x - 2) (x + 2) (x - 3H) (x + 31) 
k(x? + 1) (x + 4) (x + 9) 
Resposta: k(xº + 14x! + 49x? + 36), com k + 0. 
91. Os números complexos 1 + i, 1 +i2e2 - i são raízes do polinômio p com coeficientes i 
reais. O que se pode afirmar sobre o grau de p? 


92. Resolva a equação x! - 4x? + 8x + 35 = 0, se uma das raízes é 2 + iv3. : 
Resolução: Como a equação tem todos os coeficientes reais, resulta que outra raiz é ; 
2 -iv3 (conjugada de 2 + i V3 ). Assim, o polinômio dado é divisível por (x - 2 - iv3) : 
(x-2 + ivV3) , isto é, por x? - 4x + 7: : 


xt + 0x) — 4x + 8x+35 |x?-4x+7 


—x! + 4x? — 7x? x2+4x+5 
4x? — 11x? + 8x +35 
— 4x? + 16x? — 28x 


5x? — 20x + 35 
-5x + 20x — 35 
0 


A equação dada se escreve: 
(x2 -4x +7)(x? +4x+5)=0 
e as raízes de x? + 4x + 5 = 0 são as que faltam. Portanto: 


-4+ V16-20 _ —4+2i _ 


= =-4 I1 


2 2 


Resposta: S$ = {2 + i V3 , 2 - i V3 , -2 + i, -2 - i}. 


93. Resolva a equação x* - 2x* + 6x? + 22x + 13 = 0, considerando que uma das raízes é 2 + 3i. : 
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94. Uma das raízes da equação x? + mx? + 2x + n = 0, em que m e n são números reais, é 1 +i. £ 
Quais são os valores dem en? : 

95. Resolva a equação x’ -xº + 3xº - 3x! + 3x? - 3x? + x - 1 = 0, considerando que i é uma das 
raízes da equação e tem multiplicidade 3. 

96. Uma raiz de uma equação de grau 3 com coeficientes reais é 1 + 2i e a soma das demais 
raízes é 3 - 2i. Determine as raízes dessa equação. 


cesecosesos 


COCO LCLCCCLCCLLCLCCCOCCLCLCLCLCCCLCOLCLOCOLOCCLCLCCCLCOCOCOLOCOCO CCO coco sacos 


6.5.6 Fórmula de interpolação de Lagrange 


Graficamente, o resultado que vamos mostrar garante, em particular, que, dados n pon- 
tos de um plano cartesiano, cujas abcissas são distintas entre si, existe uma função polino- 
mial de grau n - 1 cujo gráfico passa por todos esses pontos. 


Proposição 11 - Sejama,,a,,...,a, (n > 1) elementos de um corpo infinito K, distintos 


entre si. Se Ds b, Rea b, também pertencem a K, então existe fe K[x], com ð (f) =n - 1, tal que 


fa) = by So fla,) — b 
Demonstração - Para cada i, 1 < i < n, consideremos o polinômio q, assim definido: 


EAE E a EE E a E II (x-a). 


jżi 


É claro que q, (a) = O sempre quej*ie que q;(a) = II (is a) * (0. (lembrar hipótese sobre 


os a). jia 
b, 
Como os quocientes ala) pertencem a K, então o polinômio 
n b n x-a. 
oE — aoa 
i=1 q(a) i=1 jzi Co 


pertence a K[x]. Para esse polinômio tem-se, por exemplo: 


b, b, b, Es = 
Ha) = ES ala) + TO gla) Eee TE qla)=b,+0+...+0=b. 


Analogamente se demonstra que f(a,) = b,, f(a,) = b, -~ f(a,) = b, e, portanto, o polinômio f 
cumpre o proposto no enunciado. 
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Determinar um polinômio real f de grau 2 tal que 
f@)=1, f0)=0e fQ)=1: 

Seguindo os passos da demonstração, que é construtiva, temos: 

q,09 = (x - 1x- 2 -~ q,(0) = (0 - DO - 2) =2; 

GU) = e - 0x - 2): q|()=0-0D0 -D=1, 

G,09 = (x - 0X - 1): q,2) = 2 - OR - D=2. 


Logo: 
1 0 1 
fo = 5 (x- Dix - 2) + Er (x - 0)(x - 2) + z (x- 0)(x- D) = 


= (x - Dk -2+9=—(- 1)(2x - 2) = (x- 1)? 


Exercícios 

97. Determine o polinômio f de grau 3 em Ql[x] tal que f(1) = -2, f(2) = 2, f(3) = 14e : 
f(4) = 40. : 

98. Ache f E€ Q[x] tal que ðf = 4; f(1) = f(-1) = f(2) = f(-2) = 2 e f(0) = 6. 


° 
COCO COLOCO COCO COCO LOUCO. : 


6.6 POLINÔMIOS IRREDUTÍVEIS 


6.6.1 Introdução 


Se K é um corpo infinito, os anéis de integridade K[x] apresentam importantes seme- 
lhanças algébricas com o anel Z dos números inteiros. E isso decorre basicamente do fato de 
que é possível estabelecer neles um algoritmo euclidiano, tal como em Z. O conceito de poli- 
nômio irredutível, que introduziremos a seguir, corresponde, no anel dos inteiros, ao de nú- 
mero primo. Convém adiantar, contudo, que em situações mais gerais os conceitos “elemento 
primo” e “elemento irredutível” em um anel de integridade não coincidem, como teremos 
oportunidade de ver no próximo capítulo. 


Definição 5 - Um polinômio não nulo e não invertível p E€ K[x] se diz irredutível sobre K 
se uma decomposição de p num produto de dois fatores de K[x] só for possível com um dos 


fatores invertível. Ou seja, se p = fg, então f é invertível ou g é invertível. 


Proposição 12 - Todo polinômio de grau 1 sobre um corpo K é irredutível. 
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Demonstração - De fato, se p é um polinômio de grau 1 e se p = fg, então O(p)= (f) + d(9). Mas, 
como (p) = 1, então d(f) + d(g) = 1. Como essa igualdade só é possível se d(f) = 1 e ə(g) = 0, ou 
vice-versa, então ou g ou fé invertível. 


6.6.2 Irredutibilidade sobre um corpo algebricamente fechado 


Definição 6 - Seja K um corpo infinito. Se todo polinômio não constante de K[x] tem 
pelo menos uma raiz em K, diz-se que K é um corpo algebricamente fechado. 


Exemplo mais familiar de corpo algebricamente fechado é o corpo C dos números 
complexos. A primeira demonstração desse fato foi dada por K. F. Gauss (1777-1855), em 1848. O teo- 
rema que assegura esse fato é conhecido como teorema fundamental da álgebra. Um passo gigantesco 
rumo a esse resultado já fora dado pelo próprio Gauss quase 50 anos antes, em 1799, na sua tese 
de doutoramento, ao demonstrar que todo polinômio real tem pelo menos uma raiz, real ou complexa. 
Em 1815 e 1816, Gauss deu duas novas demonstrações desse teorema. 


Proposição 13 - Um polinômio sobre um corpo K algebricamente fechado é irredutível 
se, e somente se, tem grau 1. 


Demonstração - Seja f E€ K[x] um polinômio irredutível. Como K é algebricamente fechado, existe 
u E K tal que f(u) = 0. Logo, (x - u) | f(x) e, portanto, existe g E€ K[x] tal que 
fœ) = (x- u) g(x). 
Como, porém, f é irredutível, então o polinômio g é constante não nulo, isto é, existe a E K tal 
que g(x) = a, para todo x €E K. Portanto: 
f(x) = ax - au, 


em que au é constante. Logo, o grau de f é 1. 
A recíproca é verdadeira, devido à proposição anterior. 


Proposição 14 - Seja K um corpo algebricamente fechado e f um polinômio de grau 
n > 1 sobre K cujo coeficiente dominante denotaremos por a. Então existem elementos 
u 


p Uy U E Ktais que 


fO)=alx-u)(x-u).(x-u) 


Demonstração (por indução sobre n) 
Se o grau de f é 1, então f(x) = ax + b, com a + 0. Pondo a em evidência, temos: 


fl) = a(x - b/a), 


o que demonstra o teorema para n = 1. 
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Seja fum polinômio de grau n > 1 e suponhamos a proposição verdadeira para todo polinômio 
de grau n - 1. Como K é algebricamente fechado, f tem uma raiz u, em Ke, portanto: 


f) = -uae (7) 


para um conveniente q € K[x], de grau n - 1 e coeficiente dominante igual ao de f. Pela hipótese de 
indução, existem u,, U, ...,U, E K tais que 


q(x) = a(x - u,) (x-u,)... (x-u ), (8) 


em que a é o coeficiente dominante de q e, portanto, de f. 
Substituindo-se (7) em (8): 


fx) = a(x - u) - u,).-& - u,). 


Obviamente os u, que aparecem na proposição anterior são as raízes (todas) de f. Mas é 
preciso levar em conta a possibilidade de existência de raízes múltiplas. Supondo então que 
as raízes distintas f sejam U, » U,, » = U, € que suas multiplicidades sejam, respectivamente, 
A Ay O, então podemos reunir os fatores iguais de f(x), obtendo: 


fl) = a(x - u, ) (x - u,)”? m(x- u o 


Por uma questão de uniformidade de linguagem, pode-se dizer que o número de raízes 
de um polinômio de grau n sobre um corpo algebricamente fechado é n, convencionando-se, 
para isso, que uma raiz de multiplicidade a, seja contada q, vezes. 


6.6.3 Relações de Girard 


Segundo parece, foi Albert Girard (1595-1632) o primeiro matemático a perceber cla- 
ramente que, com a aceitação dos números negativos e complexos, o número de raízes de um 
polinômio com coeficientes numéricos é igual ao seu grau. Na realidade, ele prenunciou o 
fato de que C é algebricamente fechado, o que seria demonstrado mais de um século e meio 
depois por Gauss, como comentamos no Exemplo 19. Girard, embora francês de nascimento, 
viveu a maior parte de sua vida na Holanda, onde estudou e serviu como engenheiro militar 
no exército de Frederico Henrique de Nassau. 

Diga-se de passagem que em sua época os números negativos e os números complexos 
eram entes ignorados ou rejeitados por muitos matemáticos, pois, além de sua natureza ser 
ainda meio misteriosa, nem sequer se sabia de utilidade para eles. Girard contribuiu para o 
entendimento dos números negativos ao introduzi-los em geometria, associados a um sen- 
tido contrário ao associado aos números positivos. 

A visão e a ousadia matemática de Girard fizeram com que seu nome ficasse associado 
às relações entre coeficientes e raízes de um polinômio. Para descobrir essas relações, ele 
considerou, falando em linguagem moderna, as funções simétricas elementares de todas as 
raízes de um polinômio real f de grau n. Se as raízes de f são u,, u, ... U, (algumas eventual- 
mente complexas), então essas funções são definidas da seguinte maneira: 
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O =U +U, +.. +U, 


9,=u,u,+ uu, +. +Uu + u,u, +. +U qu 


O nome funções simétricas deriva do fato de essas expressões não se alterarem quando 
se permutam seus índices de uma maneira qualquer. 

É fácil descobrir as relações entre os coeficientes de um polinômio e as funções simétri- 
cas elementares nas situações mais simples. 


e Se f(x) = a,x? + a,x + a, (grau dois), então: 


a,x? + a X + a, =a, (x - u) (x - u,) = a,[x? - (u, +u)x+(uu)]= 


= A = pe 
=a,x-a(u+u)x+a(uu,)=ax-a,0x+a,0, 
Pelo princípio de identidade de polinômios: 
-4,0,=0,€4,6,=4,. 


Portanto: 


E, daí: 
mis 2 
fl)=a(X -0x+0,). 
e Se f(x) = a,x? + a,x? + a,x + a, (grau três), então: 
3 2 — — 
ax+ax+ax+a=a(x-u)(x-u)x-u,)= 
= 3 2 E 
=a,x*-(u+u+u,)x+(uu,+uu,+uu,))x-uuu,)]= 
= 3 2 = 
=a,X? - a (u, + u,+ u,)x? + a (u u, + uu, + u,u,)xX - a, (u,u,u,) = 
= 3 2 
=0,X-a,0,Xº+4,0X-a,6, 


u 


Pelo princípio de identidade de polinômios: 
-0,6,=0,0,6,=0,-4,0,=4, 


Logo: 


De onde: 


fl)=a(x-0x+0x-6,). 


Capítulo 6 Anéis de polinômios 331 


Seria desnecessariamente trabalhoso estender formalmente esse raciocínio para o caso 
a É Eira E 5 3 
geral. As relações de Girard para um polinômio f(x) = a, + a,x + ... + a x" de grau n são, como 
é de esperar, em vista dos casos particulares focalizados: 


a n % 
“ad 5 a o o,=(-1) e 


n n n 


Portanto: 


Ssaki- tox et Ho x+(-Iyo). 


sesoococooooooooooo 


Exercícios 


99. Sea, b, ec são as raízes do polinômio xº - 2x? + 3x - 4, calcule 


E 
a c 


es |m 


100. Sea, b, ce d são as raízes do polinômio 2x! - 7x) + 9x? - 7x + 2, qual é o valor da 
expressão: 
1 1 1 1-5 


É= pod ad * aba abe 
101. Calcule a soma dos quadrados das raízes do polinômio x* + 5xº - 11x? + 4x - 7. 


102. Resolva a equação x! - 4xº - x? + 16x - 12 = 0, admitindo que duas de suas raízes são 
simétricas em relação à adição. 
Resolução: Temos: 


(i) RA RO É O o 


a 
sa = — =— 
VIM ASA AS A AE = di 1 

4 
ne. a, 
Gii) rrr, trr trr trr == PA -16 
4 
do 12 
iv) rnrr=— =- 
(iv) 1234 a 


(v) r,+r,= 0 (condição do problema) 


COCO CCC LOLCCCLCCLCCCLOLCCCCCLCCLLCSCCCCCCLOCOCOCCCC COCO seco so see s ocaso. 
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Comparando-se (i) e (v), resulta: 
(ritr) +r; +r,=4 > r,+r,=4 (vi) 
Substituindo-se (v) e (vi) em (iii), resulta: 


AAA +r) +rr (r +r)=-16>rr,=—4 


(vii) 
4 0 
Substituindo-se este último resultado em (iv), vem: 
(rrr, =-12 > -4r r,=-12 > rr,=3 (viii) 


De (vi) e (viii) resulta que r, e r, são as raízes da equação y? - 4y + 3 = 0, isto é, r, = 1 
er, =3. 
4 


De (v) e (vii) resulta que r, e r, são as raízes da equação y? - 4 = 0, isto é, r, = 2 er, =-2. : 


Resposta: S = {2, -2, 1, 3}. 


103. Resolva a equação xº - 4x? + x + 6 = 0, supondo que uma raiz é igual à soma das : 


outras duas. 
104 


das outras duas. 


Resolva a equação x? - 10x? + 31x - 30 = 0, supondo que uma raiz é igual à diferença : 


105. Resolva a equação x? + 5x? - 12x - 36 = 0, supondo que uma raiz é igual ao produto ; 


das outras duas. 


106. Resolva a equação x? + 7x? - 6x - 72 = 0, supondo que a razão entre duas de suas raízes : 


aa 


2º 


107. Quais são os valores de h para que o polinômio x? + hx? + (2h + 1)x + 1 tenha duas : 


raízes opostas? 


108. Determine m de modo que o polinômio x? + mx - 2 tenha uma raiz dupla. 


109. Resolva a equação 2x* + 3x) - 3x? - 7x - 3 = 0, admitindo que uma das raízes tem mul- : 


tiplicidade 3. 


110. A soma de duas raízes da equação x*+ 2x) + px? + qx + 2 = 0 é -1 eo produto das outras ; 


duas raízes é 1. Calcule p e q e resolva a equação. 


111. Determine p e q de modo que o polinômio xt + px? + 2x? - x + q tenha duas raízes in- : 


versas entre si e a soma das outras duas raízes seja igual a 1. 


6.6.4 Um critério de irredutibilidade 


oesceceooocoocooococococococococoooocooosococoocosocoococococsocococosocoooocococococoooocoo 


O critério que enunciaremos ajuda bastante em algumas situações: “Se o grau de um 


polinômio f sobre um corpo K é 2 ou 3, então ou f é irredutível sobre K ou tem uma raiz, pelo 


menos, em K”. Mostraremos a validade desse critério para o caso de o grau de f ser 3. No caso 


em que o grau é 2, o raciocínio é análogo. 
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De fato, suponhamos que f não fosse irredutível. Então f poderia ser decomposto não 
trivialmente em um produto f = gq em que os fatores têm grau > 1. Como, por outro lado, 


o(f) = d(99) = d(9) + d(g) e O(f) = 3, então: 
a(g) + d(g) =3. 


Ora, isso só é possível se d(9) = 1 e d(q) = 2, ou vice-versa. Supondo, por exemplo, que 
(g) = 1, então a expressão que define g é do tipo 


g(x) =ax +b (a + 0). 


Como -b/a (que pertence a K) é raiz de g, então também é raiz de f. 


SER] O polinômio f) = 1 + x+ xX? € Q[X] é irredutível sobre Q. De fato, as possíveis raízes 
racionais de f são +1 (divisores de 1). Mas f(1)=3 e f(-1) =-1. Como não tem nenhuma raiz em Q, 
então f é irredutível sobre esse corpo. 


6.6.5 Polinômios irredutíveis sobre o corpo dos números reais 


A Proposição 13 garante que os únicos polinômios irredutíveis em C[x] são os de grau 1, 
pois C é algebricamente fechado. O mesmo, porém, não vale em R[x]: o polinômio f(x) =x? +1, 
por exemplo, é irredutível sobre R. De fato, se não o fosse teria uma raiz em R, devido ao 
critério anterior. Mas é bem sabido que as raízes de f são i e -i, que não são números reais. 
A proposição que segue determina quais polinômios reais são irredutíveis sobre R. 


Proposição 15 - Um polinômio f € R[x] é irredutível sobre R se, e somente se, 9(f) = 1 ou 
9(f) = 2 e, neste caso, seu discriminante é menor que zero. 


Demonstração 

(=) Por hipótese, f é irredutível sobre R. Mas, devido ao teorema fundamental da álgebra, 
f tem uma raiz a em C. Há então duas possibilidades. Uma delas é a ser um número real. Neste 
caso, x - « divide f em R [x], o que equivale a dizer que 

fœ = (x- a) q) 
para um conveniente polinômio real q. Porém, como f é irredutível, isso obriga q a ser constante 
não nulo, digamos, q(x) = c E R, para qualquer x € R*. Logo: 
fl) =cx-ca, 

o que mostra que (f) = 1. 

A outra possibilidade é a não ser real, ou seja, «= a + bi € C, com b + 0. Neste caso, devido à 
Proposição 10, o também é raiz de f. Então fé divisível em C[x] por x - a e por x - © e, portanto, por 


(x-o)(x- 0) =x? - (o. + 0)x + oo =x’ - (2a)x + (a? + b’), 


que é um polinômio com coeficientes reais. Então existe q E€ C[x] tal que 


fœ = [e - (2a)x + (a? + b”) Jq). (9) 
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Por outro lado, como x? — (2a)x + (a? + b?) é um polinômio real, pode-se usar o algoritmo eucli- 
diano em R[x] para o par formado por esse polinômio, como divisor, e f como dividendo. Se q, er, 
em R[x], são respectivamente o quociente e o resto, então: 


FO) = [e - (2a)x + (a? + blg, (x) + r(x). 


Mas, lembrando o fato de que q, e r também pertencem a C[x] e a unicidade do quociente e do 
resto, concluímos que q, = q er = 0, e assim q € R[x]. Então, como f é irredutível sobre R, a igual- 
dade (9) implica que o polinômio real q é constante, digamos q(x) = c, Yx € RR, para algum número 
real não nulo c. Portanto, (9) fica: 


f(x) = cx? - (2ac)x + (a? + bc 
Isso já mostra que o grau de f é 2. Ademais, o discriminante de f é 
A = (2ac)? - 4c(a? + b?)c = —4b?c? < 0, 


uma vez queb*0ec+ 0. 

(—) Se 9(f) = 1, então, pela Proposição 12, f é irredutível sobre R. Se 9(f) = 2, então, como já 
vimos, ou f tem uma raiz em R ou é irredutível sobre R. Como não tem raízes em R, pois seu dis- 
criminante é menor que zero, então f é irredutível sobre R. 


Consideremos um polinômio f € R[x]. Indiquemos por cc... c suas raízes reais e por 
= Es pi r2 r 
B, B, B, By -.., B, B, suas raízes complexas não reais. Então, pelo que vimos na Proposição 14: 


S) = a(x-c)(x-c).. (x - c)lx- BDE - Bj). C- BIC B, 
que é uma igualdade em C[x]. Observemos, porém, que, fazendo ß, = a, + bi, temos: 
(x- B)lx-B)=2º-(2a)x+ (a? + b?). 
Como o discriminante desse polinômio quadrático é 
(2a,)°- 4.1- (a? +b?) =-4b? <0, 


então ele é irredutível sobre R. O mesmo se verifica obviamente para os demais produtos 


(e - BJlx- Bj. 
Repetindo esse raciocínio com os demais pares de produtos envolvendo raízes comple- 
xas, obtemos: 


fl) =a(x-c)(x-c)... (x- c)[xº - (2a )x + (a? + b?)] ... [x - (2a )x + (a? + b?)], 


em que os fatores são polinômios reais. Essa é a decomposição de f(x) em fatores irredutíveis 
sobre R. E claro que pode haver fatores iguais, tanto entre os de grau 1 como entre os de 
grau 2, que poderiam ser reunidos de maneira óbvia. 
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6.7 IRREDUTIBILIDADE EM Z[x] E O[x] 


Como vimos, não há polinômios irredutíveis de grau maior que 1 em C[X]; e não há 
polinômios irredutíveis de grau maior que 2 em R[x]. Em Q[x], porém, a situação é dife- 
rente: o polinômio f(x) = x? - 2 é irredutível em Q porque não tem raízes racionais. 
Na verdade, em Q[x] há polinômios irredutíveis de graus arbitrariamente grandes, como 
veremos mais adiante. 


Definição 6 - Um polinômio não constante pertencente a Z[x] chama-se polinômio pri- 
mitivo se o máximo divisor comum de seus coeficientes é 1. 

Observemos que, se flx) = a, + a,x +... + a x" (comn>0ea, + 0) é um polinômio do anel 
Z [x] e d é o máximo divisor comum dos seus coeficientes, então 3b,, b, ..., b, E Z tais que 
a,= db, (i=0,1,..,n) emdc(b, b, -~ b„) = 1 (Por quê?). Logo 


f) = (db,) + (db )x +... + (db )x" = d(b, + b,x + ...+ b x"), 
em que g(x) = b, + bx +..+ b x" é primitivo e d(9) = 0(/). 
Por exemplo: 
6 + 4x + 12x = 2(3 + 2x + 4x7). 


Consideremos agora o polinômio f(x) = 6 + (3/5)x + x? - 3xº - (3/2)xº € Q[x]. Notemos 
que o mínimo múltiplo comum dos denominadores, ou seja, o menor dos múltiplos comuns 
positivos dos inteiros 1, 2 e 5, é 10. Então 10f(x) = 60 + 6x + 10x? - 30xº - 15xº E Z[x]. Suge- 
rimos ao leitor usar o raciocínio que acabamos de fazer para provar o lema seguinte. 


Lema 1 - Seja f(x) E Q[x] um polinômio não constante. Se n é o mínimo múltiplo comum 
dos denominadores dos coeficientes não nulos de f(x), então nflx) e Z[x]. 


Lema 2 - Seja f(x) E Q[x] um polinômio não constante. Então existem dois números 
inteiros positivos m, n e um polinômio primitivo g(x) € Z[x], para os quais verifica-se a igual- 
dade f(x) = (m/n)g(x). 


Demonstração - Se n é o mínimo múltiplo comum dos denominadores dos coeficientes não nulos 
de f(x), então nf(X) € Z[X]. Denotando-se por m o máximo divisor comum dos coeficientes de nf(x), 
então nflx) = mg(x) ou f(X) = (m/n)g(x), em que g(x) é primitivo, como garante o lema anterior. 


Por exemplo, se f(x) = 6 + (3/5)x + 3xº - (3/2)xº € Q[x], o mínimo múltiplo comum de 1, 
2 e 5 é 10. Logo 10fx) = 60 + 6x + 30x) - 15xº E Z[x]. Como, ainda, mdc(60, 6, 30, -15) = 3, 
então 10f(x) = 3(20 + 2x + 10xº - 5x6) E€ Z[x]. Logo 
fe) = o (20 + 2x + 10x? - 5x6), 


em que g(X) = 20 + 2x + 10x? - 5xº € Z [x] é primitivo. 
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Lema 3 - Sejam f, g E€ Z[x] polinômios primitivos. Se, para algum par de inteiros c, de 7-(0) 
verifica-se a igualdade cf = dg, então ce d são associados em Z e f e g são associados em Z [x], 
ou seja, d=+cef=+g. 


Demonstração - Suponhamos que f(x) = a, + a,x +a,x?+... + a X”. Como mdc(a, a, ...,a,) = 1 então 
existem inteiros b,, b,, b, .„ b, para os quais se tem a,b, + a,b, + ... + a b = 1. Por outro lado, como 
cf = dg, então dica, (i = 0, 1, 2, .. n) e, por conseguinte, dica b, (i = 0, 1, 2, ..., n), então d divide 


n n 
D cab, =c} ab.= c. De maneira análoga se prova que cld. Portanto: d = +c e, então, f = +g. 
i=0 io ii 


Nosso objetivo seguinte é demonstrar o critério de irredutibilidade de Eisenstein para 
polinômios sobre Z. Ferdinand R. Eisenstein (1823-1852) foi um brilhante matemático ale- 
mão, muito admirado por Gauss, com que estudou. Ao morrer precocemente, aos 29 anos de 
idade, Eisenstein já era professor da Universidade de Berlim e membro da Academia de Ciên- 
cias de Berlim, graças a uma produção científica importante e volumosa, ainda mais conside- 
rando-se os poucos anos que teve para produzi-la. 

Para chegar ao critério de Eisenstein precisaremos do lema de Gauss, cujo enunciado é 
o que segue: 


Lema 4 (Lema de Gauss) - O produto de dois polinômios primitivos f, g e Z[x] também 
é um polinômio primitivo. 


Demonstração - Suponhamos fe g definidos respectivamente por f(x) = 2 ax, e g(x) =2 b.x, 


e que o produto (fg) (x) = 2 cx, não fosse primitivo. Haveria então em Z um número primo p > 0 


divisor de todos os coeficientes de fg, número esse que não divide todos os coeficientes de f nem, 
tampouco, todos os de g, devido às hipóteses. Seja a, o coeficiente de f não divisível por p, com ín- 
dice maior e, analogamente, b, o coeficiente de g não divisível por p, com índice maior. 
Observemos então o seguinte coeficiente de fg 


E a a an Pera T raas O a aali 


0” r+s 1” r+s-1 r+s-1 “1 res 0" 

Devido às suposições feitas, p divide todas as parcelas do segundo membro dessa igualdade, 
anteriores e posteriores ao produto a,b, Como p | c,., então p | a b e, sendo um número primo, 
divide um desses fatores. Como essa conclusão é contraditória com a hipótese sobre os coeficien- 
tes a, e b, podemos garantir que fg é primitivo. 


Lema 5 - Se um polinômio f € Z[x] é irredutível sobre Z, então também é irredutível 
sobre Q. 
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Demonstração - Suponhamos, por absurdo, que f fosse composto em Q[X]. Ou seja, suponhamos 
que haja em Q[X] polinômios g e h, ambos de grau > 1, tais que f = gh. Os coeficientes não nulos de 
f eg são frações cujos termos pertences a Z. Logo, chamando-se de a o mínimo múltiplo comum dos 
denominadores de g e h, o lema 1 garante que 
af=g9h, (10) 

onde g, h, € Z[x], 9(9,) = 9(9) e 9(h,) =ə(h). Se b, c e d denotam, respectivamente, os máximos 
divisores comuns dos coeficientes de f, g, e h, então 

f=bf,9,=cg,eh,=dh, (11) 
onde f, g, h, E Z[X] são primitivos e de mesmo grau de f, g, h, respectivamente. 

De (10) e (11) resulta que 
(ab)f, = (cd)(g,h,). 


Como f, e g,h, são primitivos (g,h, devido ao lema de Gauss), então o Lema 3 garante que 
ab = tcd e f, = +(g,h,) = (+9,)h,. 


Como os fatores de (+g,)h, são polinômios de Z[x] que têm graus iguais aos de g, e h, respec- 
tivamente, logo > 1, então f, é composto sobre Z e, portanto, o mesmo se pode dizer de f = bf, = 
(+bg,)h,. Como essa conclusão contraria a hipótese, então, efetivamente, f é irredutível em O [x]. 


Proposição 16 - Critério de Eisenstein. 

Seja f(x) = a, + a x +... +a x" E Z[x] um polinômio primitivo de grau n > 0 e suponhamos 
que exista um número primo p que divida os coeficientes a, a, a, .., a, , de f(x) mas não 
divida a, e que p° não seja divisor de a,. Então f(x) é irredutível sobre Q. 


Demonstração - Se f não fosse irredutível em [x], então também não o seria em Z[x]. Ou seja, 
fpoderia ser decomposto num produto de dois fatores g, h E€ Z[x], com (g), (h) > 0. Se g(x) = b, + 
+bx+..+bxeh(x)=c)+cx+..+cx, então 


fo) =(bo+bx+..+bx)(c+cx+..+cx)=bc+(bc,+bc)x+..+(bc)x"*s. 


Como plb,c, e p° não divide a,, então plb, ou plc, apenas um deles. 
Suponhamos que p|b, e que p não seja divisor de c,. Como p não divide a = bc, então p não 
divide b . Isso posto, seja b, o coeficiente de g com menor índice, não divisível por p. Ou seja, 
p | by pP |b, -~ p |b, ep não divide b, onde 0 < k <r. 


Como 


a cbe be a EDC 


e pla; pois k < r < n, então plb,c,. Não sendo um divisor de c, então p teria de ser um divisor de b, 
o que é absurdo. 
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Gp] O polinômio fœ) = 7 + 14x + x'™ € Z[x] é irredutível sobre Q. De fato, considerando o 
número primo p = 7, vemos que 717, 7/14, 741, 7? não divide 7. O exemplo em pauta serve de inspiração 
para imaginar polinômios pertencentes a Z[x], com graus arbitrariamente grandes, irredutíveis sobre Q. 


Vejamos um exemplo importante. 


CAME Qualquer que seja o número primo p> 0, o polinômio ciclotômico 


x 
D 09) = a =x +..+x+1 
é irredutível em Q[x], como provaremos, embora sem usar diretamente o critério de Eisenstein. 


Demonstraremos primeiro que D (x + 1) é irredutível em Z[x]. Notemos que 


opus n= EE Sae (P er + (Dus (P) 


=p + (p(p- 1)/2x+..+px2+x € Z[x]. 


Como é fácil ver, as condições do critério de Eisenstein se verificam para este último polinômio, usando- 
se para número primo do teste o próprio p, e, portanto, ele é irredutível sobre Q. 


Então, se KRES) não fosse irredutível sobre Z, digamos, GREI) = f(g, com f, ge ZIX], 0()>0 e 
9(g) > 0, então KRES + 1) = f(x + Dg(x +1), o que contraria a conclusão do parágrafo anterior, porque 
f(x + 1) e g(x +1) pertencem a Z[x]. Logo & É) é irredutível em Z[x] e ipso facto é irredutível em Q[x]. 


Vale observar que como o polinômio x? - 1 e sua derivada px” não têm raízes comuns, então D 
: 27 n 21 i o jin i 
tem p- 1 raízes simples em C. Se œ = cos — + isen = — , essas raízes são 0, œ, 0º, ..., @-!. Portanto 
p p 


a decomposição de D 09 em fatores irredutíveis em C[x] é 


b-1 


O) = II K-o). 


i=1 


ccccocececescesesos. 


Exercícios 


112. Seja f E Z[x] o polinômio definido por f(x) = - x? + 4x? + 7x - 10. Decomponha f num 
produto de fatores de grau 1, todos pertencentes a Z[x]. 

113. Decomponha x* - 4 € K[x] em fatores irredutíveis sobre K nos seguintes casos: 
a)K=Q; b)K=R; )K=C. : 

114. Mostre que o polinômio sobre Z definido por f(x) = 4 + x! é composto em Z[x]. ; 

115. Seja K um corpo. Mostre que o polinômio f € K[x] definido por f(x) = 1 +x +x? + xt, em 
que 1 denota a unidade de K, é composto sobre esse corpo. O polinômio f é divisível 
por algum polinômio de grau 1, pertencente a K[x]? 
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116. Expresse o polinômio f € R[x], definido por f(x) = 1 + xt, como o produto de dois : 
polinômios sobre R, ambos de grau 2. : 


117. Prove que o polinômio 2 + 2x + x! do anel Q[x] é irredutível sobre Q. 


118. Represente cada um dos seguintes polinômios sobre Q como o produto de um nú- : 
mero racional por um polinômio sobre Z primitivo. : 


a) 24 Ex E 5; 


b) Brip- ixt, 


119. Prove que os seguinte polinômios são irredutíveis sobre Q: 


a) Ex-Brrdx-2; 


b) Sua drs 5-2; 


c) q Graxa > 


120. Prove que o polinômio 1 + x + x? do anel R[x], é irredutível sobre R. 


121. Quais dos seguintes polinômios de Q[x] são irredutíveis sobre Q? 
a) x? -x+1 
b) x? -2x +x+15 
c) x -4 
d)xt-x+1 
122. Considere o polinômio f definido por f(x) = 4 + 8x2. 
a) Como elemento de Z[x], ele é irredutível ou composto? 
b) E como elemento de R[x]? 
c) E como elemento de C[x]? 
Justifique. 
123. Considere o polinômio f € Z[x] definido por f(x) = xt + 4x? + 7x2+ ax + 3. 
Determine a E Z de maneira que fpossa ser decomposto num produto de dois fatores, : 
ambos de grau 2, em Z[x]. Os fatores obtidos são irredutíveis sobre Z? : 


124. Represente cada um dos seguintes polinômios sobre Z como produto de um número £ 
inteiro por um polinômio primitivo: A 
a) 3 - 12x + 9x2. 
b) 5 + 10x? - 15x. 
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125. 


126. 


127. 


128. 
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Estude a irredutibilidade sobre Q dos seguintes polinômios de Z[x]: 

a) xº- 7; 

b) xt - 2x? - 4x + 2; 

c) x” +a, onde n > 1 ea + + 1 é um inteiro livre de quadrados (não é divisível por 
nenhum quadrado perfeito). 


Aplique o critério de irredutibilidade de Eisenstein para mostrar que cada um dos : 


seguintes polinômios sobre Z é irredutível em Q[x]. 

a) m= ti 

b) g(x) =x -x+ 1; 

c) h(x) =x +4x+1. 

Sugestão: Usar, adequadamente, uma das seguintes mudanças de variável y = x + 1 ou 
y =x- 1, se for o caso. 

Seja f(x) € Z[x] um polinômio primitivo. Se g(x) € Z[x] é um polinômio não constante 
e g(x) If{x), prove que g(x) também é primitivo. 

Resolução (esboço): 

Suponhamos que: 


f&) =a, +a, X+.. +a x" e g(x) = b, + bx +.. +b x”. 


Por hipótese, existe h(x) = c, + cx +... + cx, com h E Z[x], tal que f= gh. Portanto, um 
coeficiente genérico de f pode ser expresso por 
a, = b,c, + b,c, 


itat bey 


em que alguns dos coeficientes do segundo membro podem ser iguais a 0. Mas isto 
mostra que se o polinômio h não fosse primitivo, então um divisor primo de seus 
coeficientes também seria divisor dos coeficientes de f, o que é impossível. 


Provar que se p é um número primo e n é um inteiro maior que 1, então o polinômio 
x"- p é irredutível em Q[x]. 


Exercícios complementares 


C1. 


C2. 


Cs. 


Para cada f(x) = a, + a,x +... + a x" E€ C[x] seja fe C[x] definido por f (x) = a, + T,X +... + a x”. 
Prove que u E C é raiz de f(x) se e somente se U é raiz de f(x). 
Seja K um corpo infinito e u E€ K. Prove que 
M, = {f€ Kb] | ftu) = 0) 
é um ideal maximal em K[x] e que K[x]/M, é isomorfo a K. 


Sugestão: Quanto à segunda afirmação, observe a “correspondência” a +» a + M, para 
todo a EK. 


Se K é um corpo infinito, prove que o ideal J = (x) em K[x] é maximal. 
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EVARISTE GALOIS (1811-1832) 


Face ao desgoverno de Luís XVI, a Revolução Francesa (1789-1799) nada mais foi que a 
culminação inevitável de um processo acelerado de rejeição ao absolutismo francês, já expi- 
rante, mas ainda por demais apegado ao poder. 

Mudanças de grande alcance na educação decorreram naturalmente dos avanços dos 
revolucionários. Quanto à Matemática, a mais significativa talvez tenha sido a criação da 
École Polytechnique, destinada a formar engenheiros de alto gabarito, com vistas às refor- 
mas que consolidariam a República. Em particular, a base matemática dos cursos de Enge- 
nharia oferecidos tinha um nível tão alto, e o corpo de docentes da área de Matemática era 
tão qualificado, que cursar a Polytechnique se tornou também uma aspiração de jovens 
bem-dotados para a Matemática. 

Paradoxalmente, um jovem reprovado duas vezes nos exames de admissão a essa insti- 
tuição de ensino deixou seu nome na história da Matemática, tanto pela potencialidade de sua 
obra quanto por sua personalidade vigorosa frente à agitação da época em que viveu. Seu 
nome: Evariste Galois (1811-1832); sua área de interesse na Matemática: Álgebra. 

Como Abel já provara que as equações de grau maior que 4 não são resolúveis por 
radicais, o que restava ainda a fazer no que se refere à teoria das equações algébricas, área em 
que Galois entrou com todo seu talento e determinação? Ocorre que, mesmo antes de Abel já 
se sabia que a equação algébrica xº - 1 = 0, por exemplo, é resolúvel por radicais. Logo, Abel 
demonstrara apenas e tão somente que não há um procedimento algébrico geral, por ra- 
dicais, para resolver as equações de grau maior que 4. Como caracterizar, então, as que são 
resolúveis por radicais? 

Galois nasceu perto de Paris, em 1811, no vilarejo de Bourg-la-Reine. Seu pai, que na 
ocasião era diretor de um internato, em 1815 se tornaria prefeito da cidade. Em 1823, com 
base apenas nos estudos que realizara em casa, com a mãe, foi admitido no Liceu Louis-le- 
“Grand, um internato em Paris onde já haviam estudado Voltaire e Victor Hugo. Segundo seus 
professores, Galois ficou longe de ser um bom aluno. 
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Mas, possivelmente com a leitura da obra Élements de géometrie (Elementos de geometria), 
de 4. M. Legendre (1752-1833), ainda como aluno do Liceu, acendeu-se uma luz no espírito 
de Galois. De fato, depois disso, com entusiasmo crescente, dedicou-se ao estudo dos traba- 
lhos de matemáticos como Lagrange, Cauchy e Abel, por exemplo. Mas, mesmo assim, aos 16 
anos de idade, em sua primeira tentativa de ingressar na École Polytechnique, foi reprovado, 
provavelmente por falta de preparo sistemático. 

A essa decepção seguiu-se outra: dois artigos sobre a resolução de equações que subme- 
tera à Academia de Ciências e que tinham sido confiados à avaliação de Augustin-Louis 
Cauchy (1789-1857) aparentemente se extraviaram. Tentou, então, pela segunda vez, 
ingressar na École Polytechnique, mas, talvez abalado pelo suicídio do pai, alguns dias antes, 
envolvido em um escândalo engendrado por um padre, colheu mais um fracasso. Restou-lhe 
a opção de ingressar na École Normal, onde deveria se preparar para o ensino. Em 1830, já 
aluno dessa instituição, candidatou-se a um prêmio da Academia com um trabalho sobre a 
teoria das equações. Mas o encarregado de avaliá-lo, Joseph Fourier (1768-1830), veio a 
falecer antes de dar seu parecer. 

Com a derrota de Napoleão, o regime monárquico foi restaurado na França, graças ao 
apoio de países vizinhos que se diziam “aliados”. O rei empossado, Carlos X, conduziu o país 
a uma situação economicamente insustentável. Seguiu-se a Revolução de 1830, que destituiu 
Carlos X, mas não colocou no poder nenhum dos nomes que poderiam atender às expecta- 
tivas dos combatentes republicanos; em vez disso, colocou Louis-Philippe, de um ramo lon- 
gínquo dos Bourbons. 

Indignado com o desfecho da Revolução, Galois criticou publicamente o diretor da École 
Normal por ter favorecido a legitimidade em detrimento da liberdade. Na verdade, o dire- 
tor o havia retido nas dependências da instituição, impedindo-o assim de se agregar aos re- 
volucionários em sua luta. Consequência: foi expulso da École Normal e, assim, afastado do 
Ensino Superior. 

Mas isso não o impediu de seguir com suas pesquisas e, em 1831, por sugestão de S. D. 
Poisson (1781-1840), submeteu à Academia o artigo Sur lês conditions de resolubilité dês 
equations par radicaux (Sobre as condições de resolubilidade das equações por radicais), único 
texto completo de sua autoria sobre o assunto. Algum tempo depois, Poisson devolveu-lhe o 
artigo, considerando-o ininteligível e recomendando que o explicitasse melhor. 

Em 1831, Galois foi preso duas vezes: a primeira por propor um brinde numa reunião 
de republicanos, cuja causa defendia, e que foi interpretada como uma ameaça de morte a 
Louis-Philippe; a segunda, por seis meses, por ter vestido o uniforme da extinta Guarda 
Nacional. Em 1832, com menos de 22 anos de idade, enredado em uma manobra que envol- 
via um caso amoroso, foi compelido a um duelo a pistola, no qual perderia a vida. 

Na noite que antecedeu ao duelo, pressentindo a morte, Galois escreveu a última versão 
de suas ideias sobre resolubilidade de equações algébricas, numa carta dirigida a um amigo. 
No encerramento, manifestou a esperança de que futuramente haveria homens que achas- 
sem proveitoso decifrar toda aquela “mixórdia”. A publicação, em 1846, no Journal de 
Mathématique, de Joseph Liouville (1809-1882), de parte dos trabalhos de Galois, inclusive 


Capítulo 6 Anéis de polinômios 343 


uma revisão do artigo de 1831, e a primeira exposição clara e completa de suas ideias, em 
1870, no livro Traité dês substituitions et dês équations algébriques (Tratado das substituições 
e equações algébricas), de Camille Jordan (1849-1925), mostram que ele não alimentou 
expectativas exageradas. E o aproveitamento posterior dessas ideias em muitos outros 
campos, como na Geometria, por Felix Klein (1849-1925) e Sophus Lie (1842-1899), mos- 
tram que suas expectativas foram até modestas. 


Anéis principais 
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7.1 NOTA HISTÓRICA 


Não é possível falar da álgebra moderna, a álgebra do século XX, sem ressaltar o nome 
de Amalie Emy Noether (1882-1935), considerada com justa razão a mais importante mate- 
mática de sua época. 

Emy Noether nasceu em Erlangen (Alemanha), em cuja universidade local seu pai era 
um respeitado professor. Embora ao final do curso secundário pendesse para o estudo de 
línguas, acabou estudando conjuntamente Matemática e Línguas na Universidade de Erlangen, 
onde era uma das duas mulheres entre os cerca de mil universitários. Esse fato põe em relevo 
as condições extremamente desfavoráveis que Emy Noether encontrou, no que se refere ao 
Ensino Superior, devido à sua condição de mulher. Nessa época, as mulheres só podiam assistir 
a cursos extraoficialmente e com a aquiescência do professor, dada raramente. Não obstante, 
o fato de poder graduar-se, o que ocorreu em 1903, representou um avanço em relação a 
épocas não muito distantes. 

Em 1907, Emy doutorou-se com uma tese de bom nível, mas que não prenunciava o 
grande papel que ela teria na Matemática do século XX. Até 1916, permaneceu em Erlangen, 
substituindo eventualmente seu pai como docente e trabalhando em suas pesquisas, das 
quais resultariam vários artigos. Nesse ano, foi convidada por David Hilbert (1852-1943), a 
maior figura da Matemática mundial na época, para trabalhar com ele na Universidade de 
Göttingen. Entretanto, a despeito do prestígio e do empenho de Hilbert, só em 1922 ela pas- 
sou a receber remuneração da universidade, e mesmo assim muito modesta, bem inferior a 
de seus pares do sexo masculino. 

Isso, porém, não impediu que sua produção científica fluísse brilhantemente nem tirou 
seu ânimo para uma de suas atividades preferidas: a orientação de alunos. Dentre estes, um 
dos mais notáveis foi o holandês B. L. van der Waerden (1903-1996), autor do primeiro 
grande tratado de álgebra moderna, publicado em dois volumes no ano de 1930. Reeditada 
numerosas vezes e traduzida para várias línguas, essa obra teve influência decisiva na difu- 
são da álgebra moderna. A propósito, vale acrescentar que boa parte do segundo volume da 
obra é contribuição de Emy. 

Emy Noether era judia, e o nazismo, que se instaurou na Alemanha em 1933, em pouco 
lhe tiraria o modesto posto acadêmico. Forçada a emigrar, aceitou convite do Bryn Mayr 
College, da Califórnia, para ser professora visitante, função que exerceu desde o outono de 
1933 até sua morte inesperada, em 1935, após complicações decorrentes de uma cirurgia 
aparentemente bem-sucedida. 

Em poucas linhas é impossível falar satisfatoriamente sobre a obra de Noether e sua 
importância para a Matemática. Registremos, porém, sua definição axiomática de anel, dada 
em 1921, que, embora não tenha sido a primeira da história da matemática, é a que se usa 
hoje nos textos de álgebra, salvo no que se refere à comutatividade da multiplicação - atual- 
mente não incluída entre os axiomas -, que ela impunha. Também se deve a Emy a definição 
de “ideal” hoje aceita. Em homenagem a ela, os anéis de uma certa categoria, de que daremos 
um exemplo neste capítulo, em 7.3.1, recebem o nome de anéis noetherianos. 
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7.2 DIVISIBILIDADE EM UM ANEL DE INTEGRIDADE 


7.2.1 Divisão exata em um anel de integridade 


Neste capítulo, estenderemos para um anel de integridade qualquer A a relação definida 
por “x divide y”, já estudada em duas situações particulares importantes: no anel Z dos intei- 
ros e no anel A[x] dos polinômios sobre um anel de integridade infinito 4. Tendo em vista que 
neste trabalho não fomos além dos polinômios sobre um anel de integridade infinito, suben- 
tenderemos A infinito sempre que aparecer em cena o anel A[x]. 

Se a e b são elementos de A e se b = ac, para algum c E A, dizemos que a divide b ou que 
b é divisível por a e denotamos essa relação por a | b. O elemento c que figura nessa definição 
será indicado por b/a sempre que a + 0. 

A relação de divisibilidade, definida dessa maneira, goza das seguintes propriedades: 


e reflexiva; 
e transitiva; 
e sea|beal|c então a | (bx + cy). 


Em particular, se a | b e a | c, então a | (b + c),a | (b - c) e a | bd, para qualquer d E A. 

Deixaremos de dar as demonstrações dessas propriedades porque, além de simples, 
elas formalmente em nada diferem das correspondentes relativas aos casos particulares 
mencionados no início. 


7.2.2 Elementos associados 


Definição 1 - Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Diz-se que a é associado 
de b sea | b eb | a. Essa relação em A será indicada por a ~ b. 
É fácil provar que ~ é uma relação de equivalência sobre A (ver exercício 3). 


| Exemplo 1 § Os polinômios reais f) = 1 + xe gX) = 2 + 2x são associados, uma vez que 
2+2x=2. (1+x%Xe1+x= (1/2) (2 + 2X. 


Proposição 1 - Para dois quaisquer elementos a e b de A são equivalentes as seguintes 
afirmações: (i) a ~ b; (ii) (a) = (b); (iii) a = bu, para um conveniente elemento invertível u E A. 


Demonstração: 

(1) > (ii) 

Como a ~ b, então b = ac e a = bd, para convenientes c, d €E A. 

Seja x E (a). Então existe r € A tal que x = ar. Levando-se em conta que a = bd, então x = b(dr), 
o que mostra que x E (b). Portanto, (a) c (b). Analogamente se demonstra a inclusão contrária. 
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(ii) > (iii) 

Como (a) = (b) e a E (a), então a = br, para algum r em A. Analogamente, b = as (s € A). Portanto, 
a = a(rs). Temos duas possibilidades. Se a = 0, então b = 0 e, neste caso, vale a igualdade 0 = 0 + 1. 
Como 1 é invertível, está provada a tese. Se a + 0, podemos cancelar a na igualdade a = a(rs), 
obtendo rs = 1. Logo, r é invertível, e como a = br, está provada a tese também. 

(iii) > (1) 

Da hipótese de que b = au, com u invertível, segue direto que a | b. Da hipótese, segue ainda que 
a = bu”, em que u” é um elemento de A, visto que u é invertível. De onde, b | a. 


7.2.3 Elementos primos e irredutíveis 


Definição 2 - Um elemento p E A se diz primo se: (i) p + 0; (ii) p não é invertível; (iii) 
quaisquer que sejam a, b E A, se p | ab, então p | a ou p | b. 

Por indução, pode-se demonstrar que, se p é primo e p |a,a,...a, (n > 1), então p divide 
um dos fatores. 


| Exemplo 2 $ Em Z[x], o polinômio h, definido por A(X) = x, é primo, porque obviamente cumpre as 
condições (i) e (ii) da definição, e se h | fg, com f) = a tax + ax +.. +ax eg) =b, +bx+ 
+ b? + +b, então existem C, C, -~ C E Z tais que 
ab, + (a,b, + a b)x + (a,b, + a,b, + a,b)xXº +... +a bx = 
=CX+CX+Cx+.. +O. 
Daí segue, pelo princípio de identidade de polinômios, que 
ab, = 0. 


Logo, a = 0 ou b = 0. Na primeira hipótese, h divide f; na segunda, A divide g. 
0 0 


Definição 3 - Um elemento p € A se diz irredutível se: (i) p + 0; (ii) p não é invertível; 
(iii) quaisquer que sejam a, b E A, se p = ab, então a é invertível (e, portanto, b ~ p) ou b é 
invertível (e, portanto, a ~ p). 

Por indução, pode-se provar que, se p é irredutível e p = a,a,...a, (n > 1), então p é asso- 
ciado de um dos fatores do segundo membro e o produto dos demais fatores é invertível. 

Um elemento p €E A tal que p + 0, p não é invertível e p não é irredutível é chamado redu- 
tível ou composto. 


| Exemplo 3 $ Se K é um corpo infinito, os polinômios de grau 1 sobre K são irredutíveis, como já 
vimos no Capítulo 6. 


Proposição 2 - Todo elemento primo de um anel de integridade é também irredutível. 
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Demonstração - Seja p E€ A um elemento primo. Temos de provar apenas a condição (iii) da defi- 
nição de elemento irredutível. Para tanto, suponhamos p = ab, com a e b em A. Como p | p, então p | ab. 
Logo, devido à hipótese, p | a ou p | b. 

A primeira dessas possibilidades corresponde à existência de um elemento c E A tal que a = pc. 
Levando-se em conta isso, a igualdade p = ab se transforma em p = pcb. Daí, cb = 1 (lembrar que 
estamos num anel de integridade) e, portanto, c é invertível. Sendo assim, como a = pc, então a é 
associado de p. 

Com a segunda possibilidade, o raciocínio é o mesmo. 


A recíproca dessa proposição não é verdadeira, como veremos no exemplo 5. 


7.2.4 Máximo divisor comum 


Definição 4 - Dizemos que um elemento d E A é máximo divisor comum dos elementos 
a, b E A se: (i) d | a e d | b; (ii) todo divisor de a e b é divisor de d (ou seja, sed EA ed, |a e 
d, | b, então d, | d). 

De maneira óbvia se define máximo divisor comum de n (n > 2) elementos de A. 

É bom frisar ainda que a definição dada não implica a existência de máximo divisor co- 
mum de dois ou mais elementos de A. 


Proposição 3 - Sejam a e b elementos de 4. Se d é máximo divisor comum de a e b, então 
todo associado de d também o é. Reciprocamente, se d e d' são máximos divisores comuns de 
aeb, então d ~ d' 


Demonstração 

(>) Seja d' um associado de d. Então d' | d. Como d | a ed | b, então d' | a e ď’ | b, devido à tran- 
sitividade da relação de divisibilidade. Portanto, d' também cumpre a primeira condição da defini- 
ção de máximo divisor comum. 

Indiquemos por c um divisor comum de a e b. Como d é máximo divisor comum desses 
elementos, c | d. Mas d | ď’, pois d’ ~ d. Portanto, c | d’. 

(-) Se d e d' são máximos divisores comuns de a e b, então são divisores desses elementos e, 
portanto, devido à segunda condição da definição de máximo divisor comum, d |d'ed' | d. 


Obviamente essa situação de mais de um máximo divisor comum não é “boa”, matema- 
ticamente falando. O ideal é que se verifique a unicidade. Por isso, em situações particulares, 
costuma-se impor uma condição adicional. Por exemplo, no caso do anel dos inteiros, impõe-se 
que o máximo divisor comum seja positivo. O fato de, por exemplo, mdc (3, 5) = 1 no anel Z 
já pressupõe a condição adicional a que nos referimos. 


Definição 5 - Dois elementos de A se dizem primos entre si se a unidade do anel é má- 
ximo divisor comum desses elementos. 
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Portanto, de modo geral, todos os elementos invertíveis do anel (e só estes) são máxi- 
mos divisores comuns dos elementos considerados. 


Os polinômios f, g € RL definidos respectivamente por f() = xe gx) = 2 + x são 
primos entre si. De fato, se p E€ R[x] é um divisor de f e g também é divisor de h = g - h que é definido 
por hW) = 2 e é invertível (seu inverso é o polinômio h, definido por h (X) = 1/2); então p também é 
invertível e os polinômios dados são primos entre si. 


7.2.5 Anéis quadráticos 


Como mencionamos em 7.2.3, embora nas situações mais familiares “primo” e “irredu- 
tível” sejam conceitos equivalentes, isso não é verdade em geral. Outras situações fora dos 
padrões clássicos, como, por exemplo, um anel de integridade em que dois elementos não 
têm máximo divisor comum, também podem acontecer. O breve estudo que faremos a seguir 
dos chamados anéis quadráticos visa, entre outras coisas, dar oportunidade de focalizar es- 
sas situações. 

Seja n + 1 um número inteiro livre de quadrados. Isso significa que n não é divisível por 
nenhum quadrado perfeito, salvo o número 1. Isso posto, indicaremos por Z[Vn] o seguinte 
subconjunto de C: 


Zivn] = {x + yvn | x, y E€ Z}. 


Pode-se mostrar que, para cada n nas condições enunciadas, Z[vn ] é um subanel unitá- 
rio de C. Portanto, cada Z[Vn ] é um anel de integridade em relação às operações de C, natu- 
ralmente restritas aos seus elementos. Cada um deles é chamado anel quadrático. Em 
particular, o anel quadrático em que n = -1 é chamado anel dos inteiros de Gauss. 

O estudo aritmético de Z[Vn] depende, em boa parte, do conceito de norma de um ele- 
mento do anel. Se a = a + b Vn é um elemento de Z[Vn], sua norma, que será indicada por 
N(o:), é definida da seguinte maneira: 


N(a) = a? - b2n. 


Dessa definição decorrem as seguintes propriedades: 


i) N(o) = 0 se, e somente se, a = 0; 

ii) NB) = N(o)N(B); 

iii) N(1) = 1; 

iv) N(o) = +1 se, e somente se, a é invertível; 

v) Se N(o) é um número inteiro primo p, então a é irredutível em Z[Vn]. 


Vejamos como se demonstram as duas últimas, lembrando que 1 é a unidade de Z[Vn]. 
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Demonstração de (iv): 

(>) Por hipótese, N(a) = a? - nb? = +1. Portanto, (a + bVn ) (a - bVn ) = +1 

Como a - bVNn pertence a Z[Vn], então a = a + bVn é invertível nesse anel. 

() Como q é invertível, existe B € Z[Vn] tal que aß = 1. Daí, N(aß)= N(o)N(B)= 1 e, portanto, 
N(o) divide 1 em Z. De onde, N(o) = +1. 


Demonstração de (v): 
Como N(a) + +1 e N(a) + 0, então a + 0 e a não é invertível. Suponhamos a = BY em Z[Vn]. Daí, 
p= N(B)N(Y), igualdade essa em Z. Logo, N(B) = +1 ou N(Y) = +1. Ou seja, ou ß ou Y é invertível. 


Exemplo 3 O objetivo aqui é dar um exemplo de elemento irredutível e não primo. Diga-se de 
passagem que não é em todo anel quadrático que ocorre essa situação; ademais, um estudo mais 
profundo da questão foge às pretensões deste trabalho. 


Mostraremos que no anel Z[v-5] o número 3 é irredutível mas não é primo. Antes, determinemos os ele- 
mentos invertíveis desse anel. Observemos primeiro que, se « € Z[V-5], então a = a + bv-5, para conve- 
nientes a, b E Z, e, portanto, N(a) = a? + 5b?. Logo, N(a) é um número inteiro positivo e N(a) = 1 se, e 
somente se, a = +1 e b = 0. Assim, os únicos elementos invertíveis de Z[V-5] são 1 e -1. 

Então 3 não é invertível e, obviamente, também não o é o zero do anel. Suponhamos 3 decom- 
posto em Z[V-5] num produto de dois fatores: 3 = (a + bV-5)(c + dv-5). Passando à norma dos dois 
membros, temos: 


9 = (£ + 5b73 (E + 5d?. 
Dessa igualdade (em Z) resulta: 
æ + 5P = 1 0u 9, 


pois, para quaisquer inteiros a e b em Z, a + 5b? + 3. Se @ + 5b? = 1, então a + bv-5 é invertível. Se 
@ + 5b =9, então œ + 5d? = 1 e, portanto, c + dV-5 é invertível. Isso mostra que 3 é irredutível. 


Para mostrar que 3 não é primo, mostraremos que 3 | (2 + V-5) (2 - V-5) mas não divide nenhum 
desses fatores. Quanto à primeira afirmação, basta observar que (2 + V-5)(2 - 5) = 9 e que, 
obviamente, 3 | 9. Suponhamos, por absurdo, que 3 dividisse o fator 2 + v-5, por exemplo. Então 
3 = (2 + V-5) (a + bv-5), para convenientes elementos a, b € Z. Então: 


3=2a-5b e 0=4a+ 2b. 


1 
Daí: -9b=3 ou b=- 3º Oque é impossível pois b € Z. 
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Mostre que a relação definida por “x | y” em um anel de integridade genérico não é si- 
métrica mas em alguns casos é antissimétrica. 


Sejam a e b elementos de um anel de integridade 4. Mostre que a | b se, e somente se, 

(b) c (a). 

Mostre que a relação definida sobre um anel de integridade por “x ~ y” (“x é associado 

de y”) é uma relação de equivalência. 

Seja A um anel de integridade. 

a) Mostre que o zero do anel só tem um associado: ele mesmo. 

b) Mostre que, se u € A é invertível, então o conjunto dos associados de u é U(A). (Lem- 
brar que U(A) indica o conjunto dos elementos invertíveis de A.) 


Sejam a e b elementos associados de um anel de integridade A. Se c é também um ele- 
mento de A, mostre que c | a se, e somente se, c | b. 


Seja A um anel de integridade. Como ~ é uma relação de equivalência sobre A, pode-se 
cogitar de descrever os elementos do conjunto quociente A/~. 
Descreva-os nos seguintes casos: 
a) A é um corpo; 
b) 4=7; 
c) A = K[x], em que K é um corpo infinito. 
Resolução: a) Devido ao exercício 4, O = (0). Por outro lado, como A é um corpo, U(A) = 4”. 
Logo, as classes de equivalência são duas apenas: O e 4”, esta última igual a q, qualquer 
que seja a + O (zero do corpo). 
c) Sefe K[x] há três possibilidades a considerar: 

i) f=0 e, portanto, f = (0); 

ii) fEK (conjunto dos invertíveis de K[x] e, portanto, f = K; 

iii) fé K e, nesse caso, f = {cf | c € K`}. 
Mostre que o polinômio f definido por f(x) = 2 é primo em Z[x] e, portanto, irredutível 
neste anel. 
Sugestão: Se f|gh, então os coeficientes de gh são pares. Mostrar, por redução ao 
absurdo, que isso não é possível sem que todos os coeficientes de f ou todos os coefi- 
cientes de g sejam pares. 


Considere o anel quadrático 4 = 7[V-2]. Mostre que: 
a) U(A) = {-1, 1}; 
b) 1+/-2 e 1-v-2 são elementos irredutíveis em A; 
c) 3 é um elemento composto do anel. 
Resolução: a) a = a + b V-2 é invertível se, e somente se, N(a) = a?+ 2b? = 1. Mas as 
únicas soluções inteiras para essa equação são (1, 0) e (-1, 0). 
Logo, a = 1 ou a = -1. 


eococococoocoooooooocoocococoooocooooo 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 
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b) N(1 + V-2) = N(1 - V-2) = 3. 

c) 3 = (1 + V-2)(1 - 1 V-2). 

Seja A o anel dos inteiros de Gauss. : 

a) Determine quais das seguintes relações são verdadeiras em A: (i) (1 + D|2; : 
(ii) (2 + 3DI(5 - d); (iii) 3|(2 - D(B + d); (iv) (3 - 2) |26. 

b) Mostre que U(A) = (1, -1, i, -i). 

c) Mostre que 1 + i, 1 - i e 3 são irredutíveis em 4. 

d) Mostre que 2 é um elemento composto do anel A. 


Determine todos os divisores em Z[i] dos seguintes elementos: 2 e 1 + 2i. 
Resolução: Se a = a + bi é um divisor de 2 em Z[i], então 2 = af, para algum do anel. : 
Então N(2) = 4 = N(o)N(B) = (a? + b?)N(B) e, portanto, a? + b? = 1, 2 ou 4. A igualdade : 
a?+ b? = 1 fornece os divisores invertíveis de 2 : 1, -1, i, -i. As soluções de a?+ b? = 2 são : 
(+1, +1), e os valores correspondentes de a, ou seja, 1 + i, 1 - i, -1 + i e -1 - i, devem ser i 
testados; como 1 + i é divisor, pois 2 = (1 + )(1 - i), então os demais, que são associados : 
desse elemento, também são divisores de 2; já as soluções inteiras de a? + b? = 4 são : 
(+2, 0) e (0, +2), cujos valores correspondentes de a são 2, -2, 2i e -2i, todos também : 
divisores de 2 em Z[i], como é fácil comprovar. Portanto, 2 tem 12 divisores em Z[i]: 1,-1, : 
i, -i (invertíveis), 1 + i, 1 - i, -1 + i, -1 - i, 2, -2, 2i e -2i. : 
Mostre que o número 1 é um máximo divisor comum de 2 e 1 + 2i em Z[i]. 
Sugestão: Mostre que 1 + 2i é irredutível. 


a) Mostre que o conjunto dos elementos invertíveis de Z[V-3] é {-1, +1}. 
b) Prove que o número 13 é irredutível em Z, invertível em Q e composto em Z[v-3]. 


Seja a um elemento invertível de um anel quadrático 4. Mostre que a, q”, o, ... são tam- : 
bém elementos invertíveis do anel A. 


Considere o anel quadrático 4 = Z[ V2]. 

a) Determine um elemento invertível a € A diferente de 1 e -1 e o inverso de q. 
b) Mostre que o conjunto dos elementos invertíveis de A é infinito. 

Resolução: a) Um elemento « = a + bv2 do anel é invertível se, e somente se, N(a) = : 
= @ - 2b? = +1. Mas, como o par (3, 2) é solução de a? - 2b? = 1, então 3 + 2V2 é inver- : 
tível no anel considerado. 

Prove que 3 é composto e, portanto, não é primo em Z[V-2]. 


a) Determine todos os elementos invertíveis de A = Z[V-11]. 
b) Mostre que o número 3 é irredutível em 4 = Z[V-11] mas não é primo nesse anel. 
Sugestão: Quanto à segunda parte, observar que 3 | (2+v-11)(2 - V-11). 


Observando que 3 é irredutível em Z[i] e que 2 = (1 + )(1 - i), em que os fatores são : 
irredutíveis, determine um máximo divisor comum de 3 e 2 no anel. 

a) Determine os elementos invertíveis em Z[V-7]. 

b) Mostre que os números 2,1 + V-7 e 1 - V-7 são irredutíveis em Z[v-7]. 
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19. a) Determine os elementos invertíveis em Z[V-17]. 
b) Mostre que são irredutíveis em Z[[V-17] os seguintes elementos: 2, 3, 1 + V-17 e 
1 - v-17. 


20. Mostre que no anel Z[V-5] os elementos 9 e 6 + 3V-5 não têm máximo divisor comum. 


secocenconsccso 


Sugestão: Encontrar os divisores de cada um dos elementos dados (inspirar-se, para 
isso, no Exercício 10) e verificar que nenhum dos divisores comuns cumpre a segunda 
condição da definição de máximo divisor comum. 


21. Seja p um número inteiro primo. Mostre que p é irredutível como elemento de Z[i] se, 
e somente se, a equação diofantina x? + y? = p não tem soluções (inteiras). 
Resolução: (+) Se a equação tivesse uma solução (a, b) E Z x Z, então (a + bi) (a - bi) =p, : 
em que os fatores do primeiro membro não são invertíveis em Z[i] (Por quê?). Então : 
p seria composto. 


22. Mostre que todo inteiro primo da forma p = 4n + 3 é irredutível em Z[i]. 
Sugestão: Se a é um número inteiro, então a? = 0,1 (mod 4). 
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7.3 ANÉIS PRINCIPAIS, FATORIAIS E EUCLIDIANOS 


7.3.1 Anéis principais 


Já demos anteriormente a definição de anel principal. Recordando: trata-se de um anel 
de integridade cujos ideais são todos principais. Ou seja, se 1 é um ideal em um anel principal, 
então existe a E I tal que 1 = (a). Como já vimos (exemplo 45, Capítulo 5), o anel Z é principal. 
E, no Capítulo 6 que K[x] é um anel principal, sempre que K é um corpo infinito. Vale lembrar 
que a demonstração dessa propriedade depende do algoritmo euclidiano. Também é princi- 
pal um corpo qualquer. De fato, os únicos ideais em um corpo K são (0) = (0) e K= (1). 


Contraexemplo 1: O anel Z[V-5] não é principal. Para justificar essa afirmação, mostraremos que o 
ideal /= (3,2 + v-5) não é principal nesse anel. Suponhamos que fosse, e indiquemos por B = a + bi 
um eventual gerador de /. Então (3,2 + V-5) = (B) e, portanto, B | 3 e B | (2 + -5). Daí, MB) | 9 e, 
portanto, MB) = a? + 5h? = 1, 3 ou 9. Segue, então, que as possibilidades para B são: +1, +3 e +2 +V-5. 
Pode-se verificar diretamente, contudo, que desses elementos os únicos divisores comuns a 3 e 2 + V-5 
são +1 e, portanto, (3, 2 + V-5) = (1). Mas isso implica 1 = 3(a + bV-5) + (2 + V-5)(c + dV-5) = 
= (3a + 2c - 5d) + (3b + c + 2d)V-5, com a, b, c, d € Z. Como, porém, o sistema 


3a + 2c- 5d=1 
3b+c+2d=0 


não tem soluções inteiras (Por quê?), então (3, 2 + V-5) = (1) é impossível. 


As proposições que seguem justificam o estudo dos anéis principais, pois mostram o 
quanto eles são, digamos assim, algebricamente “bem-comportados”. 
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Proposição 4 - Em um anel principal todo elemento irredutível é primo. 


Demonstração - Seja p um elemento irredutível de um anel principal 4. Portanto, p + 0 e p não é 
invertível. Resta-nos mostrar que, se p | ab, com a, b E A, então p é divisor de um desses fatores. 
Para tanto, consideremos o ideal I = (p, a) em A. Como o anel é principal, existe d E I tal que 
I= (p, a) = {d}. Mas p é um dos elementos de Ie, portanto, p = dc, para um conveniente c E A. Então, 
devido à irredutibilidade de p, ou d é invertível, e, portanto, c é associado a p, ou vice-versa. 
Suponhamos primeiro d é invertível, o que tem como consequência (d) = 4. Logo, (p, a) = À 
e, portanto, existem x,, Y, E A tais que 1 (unidade de A) = px, + ay, 
Multiplicando-se por b ambos os membros dessa igualdade: 


b = p(bx,) + (ab) y, 


Como p é divisor das duas parcelas do segundo membro desta última igualdade, então p | b. 

Consideremos agora o caso em que c é invertível. Como p = dc, então d = pc. Por outro lado, 
uma vez que a também pertence a I, então a = dq, para um conveniente q E 4. Das duas últimas 
igualdades decorre que a = p(qc*) e, portanto, p divide a. 


Proposição 5 - Dois elementos quaisquer de um anel principal têm máximo divisor 
comum nesse anel. 


Demonstração - Seja A o anel principal e consideremos a, b € A. Indiquemos por 1I o ideal gerado 
por a e b, isto é, I = (a, b). Por hipótese, I é principal e, portanto, existe d E I tal que 1 = (a, b) = (d). 
Mostremos que d é máximo divisor comum de a e b. 

Comoa =a: 1+ b » 0, então a E I. Mas I é gerado por d, e então a = dq, para algum q E A. Isso 
mostra que d | a. Analogamente se demonstra que d | b. 

Como d E, existem x „Y, E A tais que d = ax, + by,. Portanto, se d' é um elemento de A que divide 
aeb, então ď' | d. 


A proposição anterior garante que as identidades de Bezout que relacionam aritmetica- 
mente dois inteiros e seu máximo divisor comum (seção 2.4, Capítulo 2) podem ser esten- 
didas para um anel principal arbitrário. 


Corolário 1 - Dois elementos, a e b, de um anel principal A são primos entre si se, e 
somente se, existem elementos x, Y, E A tais que ax, + by, = 1. 


Demonstração - De fato, se a e b são primos entre si, então a unidade do anel, aqui indicada sim- 
plesmente por 1, é máximo divisor comum desses elementos e, portanto, levando-se em conta o 
teorema, 1 = ax, + by, para convenientes elementos x, y, E A. 
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Reciprocamente, se 1 = ax, + by, então todo divisor de a e b também é divisor de 1. Como, 
obviamente, 1 é divisor de a e b, então 1 é máximo divisor comum desses elementos e, portanto, 
eles são primos entre si. 


Convém acrescentar que a proposição e seu Corolário 1 podem ser estendidas natural- 
mente para um número finito qualquer de elementos do anel. 


Corolário 2 - Se d é um máximo divisor comum de a e b, com um deles pelo menos não 
nulo, então (a/d) e (b/d) são primos entre si. 


Demonstração - De fato, devido à proposição, existem x,,y, EA tais que d = ax, + by,. Daí, como 
d + 0, 1 = (a/d)x, + (b/d)y,. O corolário anterior garante então que (a/d) e (b/d) são primos 
entre si. 


Proposição 6 - Um elemento p + O de um anel principal A é irredutível (ou primo) se, e 
somente se, o ideal (p) é maximal. 


Demonstração 

(>) Suponhamos p irredutível e consideremos um ideal 1 = (a) em A tal que (p) c I. Como p 
pertence ao primeiro desses ideais, então pertence também ao segundo e, portanto, p = aq, para 
um conveniente q E 4. Sendo p irredutível, necessariamente um dos fatores, a ou q, é invertível. 

Ora, como para a primeira dessas possibilidades 1 = 4 e como para a segunda 1 = (p), então o 
único ideal que contém (p) propriamente é 4. Logo, (p) é maximal. 

(+) Suponhamos (p) maximal. Então (p) + A e, portanto, p não é invertível. 

Suponhamos p = ab, com os fatores em A. Então (p) c (a) e, portanto, (a) = (p) ou (a) = A. 
No primeiro caso, a ~ p e b é invertível; no segundo, a é invertível e, portanto, b ~ p. 


Nosso objetivo agora é mostrar que todo elemento não nulo e não invertível de um 
anel principal pode ser decomposto em um produto de fatores irredutíveis, “univoca- 
mente” em certo sentido, a ser explicitado no enunciado da Proposição 7. Para isso preci- 
saremos de dois lemas. 


Lema 1 - Seja I, CI, c 1, C .. uma sequência de ideais em um anel principal A. Então 


existe um índice r > 1 tal que 1,=1,,,= - OU seja, a sequência é estacionária. 


1 


Demonstração - Para a demonstração precisaremos do fato de que o conjunto I = om é um ideal 
em 4. De fato, se x, y E I, então existem índices m, n tais que x E 1 „€ y E€ L, Fazendo s = max {m, n}, 
temos x, y E I e, por conseguinte, x - y EI. Logo, x - y E I. De maneira análoga se demonstra que, se 
xEeleaEe4A, então ax EI. 
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Como A é principal, existe d € I tal que 1 = (d). O fato de d estar em I implica que existe um 
índice r tal que d E 1. Portanto, I = (d) c 1. Como, obviamente, I, c I, então I = I É claro, assim, 


quer =1,,=. 


Quando, em um anel com unidade, toda sequência crescente de ideais (considerada 
como ordem a inclusão) é estacionária, diz-se que esse anel é noetheriano, designação deri- 
vada do nome da matemática Emy Noether, de quem falamos na Nota histórica do início 
deste capítulo. Portanto, todo anel principal é noetheriano. 


Lema 2 - Seja A um anel principal. Então todo elemento não invertível a E A tem um 
divisor irredutível nesse anel. 


Demonstração - Se a = 0, a demonstração é imediata. Caso contrário, consideremos o ideal 1, = (a). 
Se esse ideal for maximal, então, devido à Proposição 6, a é irredutível. 

Se 1, não for maximal, então existe um ideal 1, = (a,) em A, diferente de A, que contém pro- 
priamente 1. Ou seja, 1, C1,1,%1,e1,+A.Sel, for maximal, então a, é irredutível. Mas, como 
(a) c (a,), então a, | a. Neste caso, a, é um divisor irredutível de a. 

Se J, não for maximal, repete-se o raciocínio, o que levará à conclusão de que existe um ideal 
I, = (a,) em A, diferente de A, tal que (a,) E (a,), I,  1,. De novo temos pela frente as mesmas duas 
possibilidades: ou 7, é maximal e a, é um elemento irredutível que divide a,, e, portanto, também 
a, ou I, não é maximal. 

Mas, devido ao lema anterior, nenhuma sequência 1, CI, CIC... de ideais em A pode ser es- 
tritamente crescente. Logo, para um índice r + 1 o ideal 1, =(a,,,) será maximal; o elemento a,,, 


assim obtido é irredutível e divisor dea,a, ,.., A, A. 


emu 


Proposição 7 - Seja A um anel principal. Então todo elemento a € A, não nulo e não inver- 
tível, ou é irredutível ou pode ser decomposto em um produto de fatores irredutíveis. Mais: 
duas decomposições em fatores irredutíveis, do mesmo elemento não nulo e não invertível, 
têm igual número de fatores e cada fator de uma delas é associado de algum fator da outra. 


Demonstração 

(Existência da decomposição) 

Se a E A é irredutível, nada a demonstrar. Então suponhamos a composto. Devido ao Lema 2, 
a tem um divisor irredutível p, E 4, o que garante a existência de a, E€ A (a, + 0, a, não invertível) tal 
que a = p,a. Se fator a, for irredutível, demonstração encerrada. Caso contrário, repete-se o racio- 
cínio com q, e assim se chegará a uma igualdade a, = p,a,, em que os fatores estão em A e p, é irredu- 
tível. Nesta altura, a = p,p,a,. Se a, for irredutível, demonstração encerrada. Caso contrário, repete-se 
o raciocínio com a, e assim por diante. Como a alternativa “a, não é irredutível” não pode se repetir 
indefinidamente (Por quê?), então, numa dada etapa do raciocínio, a, = p, é irredutível e, portanto: 


a = p,P, ~ Py 


em que todos os fatores são irredutíveis. 
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(Unicidade) 

Vamos supor a = p,p,... P, = q,,---4,- Essa igualdade nos diz que p, divide q,q,...q, e, portanto, 
uma vez que é primo, divide um dos fatores, digamos p, | q,. Mas q, é irredutível e, portanto, seus 
únicos divisores são, além dos elementos invertíveis, seus associados. Como p, não é invertível, 
então p, ~ q,. Logo, q, = u, p, para algum elemento invertível u,. Da hipótese p,p, ... P, = 4143-4, = 
= (up ))q,...q, segue, cancelando-se p,, que p,...p, = (u,q,)q,..q, em que os fatores, em ambos os 
membros, são elementos irredutíveis. A repetição desse raciocínio levará à conclusão de que s = r 
(poderíamos ter, por exemplo, numa certa etapa do raciocínio, 1 = q,,,9,,2 = 4?) e de que ajei- 
tando-se os índices, se for o caso, p, ~ qy P} ~ qy 


s+2º 


7.3.2 Anéis fatoriais 


A definição que segue visa pôr em destaque certa categoria de anéis que abrange os 
anéis principais, conforme a Proposição 7. 


Definição 6 - Diz-se que um anel de integridade 4 é um anel fatorial se as seguintes 
condições se cumprem: (i) Todo elemento composto a E 4, não nulo e não invertível, pode 
ser escrito como um produto de elementos irredutíveis de 4. (ii) Sea = p,p,.. P, = q,4, = q4, 
são duas fatorações de a € A em elementos irredutíveis do anel, então r = s e, para uma con- 
veniente permutação t dos índices, p, ~ To (1=1,2, «sT). 

Duas decomposições de um mesmo elemento em fatores irredutíveis, conforme o item 
(ii) da definição, dizem-se associadas. 


Exemplo 6 O anel Z é fatorial. De fato, o teorema fundamental da aritmética, conforme o enun- 
ciamos e provamos no Capítulo 2, garante que as condições da definição anterior se verificam para 
os números inteiros estritamente positivos não invertíveis. Sea e Z e a<0, então a = (-1)(-a), em que 
-a é estritamente positivo e, portanto, -a pode ser decomposto em um produto de números primos 
estritamente positivos, de maneira única, salvo quanto à ordem dos fatores, se a não for primo. 
A justificação se completa considerando-se que -1 é invertível em Z. 


Exemplo 7 Um corpo K é um anel fatorial. De fato, não possuindo senão elementos invertíveis, 
além do zero, não há em Kelementos que contrariem a definição. 


Exemplo 8 Todo anel principal é fatorial, como mostra a Proposição 7. 


Contraexemplo 2: O anel Z[vV-7] não é fatorial. De fato, 8 = 2 - 2 -2 = (1 + V-7)(1 - V-7) e os fatores 2, 
1+-7 e 1 - -7 são irredutíveis no anel (ver exercício 18). Além do mais, é imediato que 2 não 
é associado nem de 1 + V-7 nem de 1 - à-7. Isso mostra que Z[V-7] não cumpre a condição (ii) da 
Definição 6 e, portanto, que não é fatorial. 
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Se 4 é fatorial, então na decomposição em fatores irredutíveis de um elemento com- 
posto, a € 4, pode ocorrer de alguns pares de fatores serem associados. Podemos ter, diga- 
mos, dois fatores irredutíveis distintos, mas associados, p eq. Neste caso, q = vp (ou vice-versa), 
para algum elemento invertível v. Logo, pq = vp. Repetindo-se esse raciocínio sempre que 
dois ou mais fatores irredutíveis sejam associados, a decomposição se apresentará ao fim 
sob a forma 


a= up,“ pr a BS; 


em que u é invertível (lembrar que um produto de invertíveis é invertível), r > 1, os q, são 
inteiros positivos e entre os fatores irredutíveis p não há associados. 

Em certas situações pode ser conveniente decompor dois elementos em fatores irredu- 
tíveis do anel de maneira que em ambas figurem os mesmo fatores irredutíveis. Isso é sem- 
pre possível recorrendo-se ao uso do expoente nulo. Assim, se um elemento irredutível 
aparece na primeira decomposição com expoente não nulo e não aparece explicitamente na 
segunda, nós o inserimos nesta com expoente igual a 0. Com essa convenção, supondo que 
os elementos sejam a e b, podemos escrevê-los assim: 


a = up,” p,? p e b= vp h p.. p, (1) 


em que q, B, > 0. 

Seguem algumas propriedades importantes dos anéis fatoriais. 

Vamos mostrar, construtivamente, que dois elementos quaisquer de um anel fatorial têm 
máximo divisor comum. Justificaremos esse fato apenas para as situações não triviais: dois 
elementos não nulos e não invertíveis. Indicando-se esses elementos por a e b e supondo-se 
que suas decomposições em fatores irredutíveis sejam as de (1), então o elemento 


d= p p” n pé, 


em que ô, = min («, B}, é um máximo divisor comum de a e b. 
De fato, como ô, < a, e ô, < P, então d | a e d | b. Por outro lado, sed eAed'|aed'|b, 
então: 


d=p"pº..p”, 


com Y, < q, e Y, < B, Logo, Y, < min (a, BJ e, por conseguinte, d' | d. 


7.3.3 Anéis euclidianos 


Introduziremos agora uma categoria especial de anéis principais. A inspiração é o algo- 
ritmo euclidiano, que, como já vimos, vale tanto no anel Z como em qualquer anel K[x], se K 
é um corpo infinito. Primeiro é preciso generalizar esse algoritmo. 
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Definição 7 - Seja 4 um anel de integridade e suponhamos que se possa definir uma 
aplicação d: A* = A - {0} > N que cumpra as seguintes condições: 


i) sea, b E Æ, então d(ab) > d(a); 
ii) sea, b E A e b + 0, então existem q, r E A (o “quociente” e o “resto”, respectivamente) 
tais que a = bq + r, em quer = 0 ou d(r) < d(b). 


Neste caso, diz-se que A é um anel d-euclidiano ou, subentendida a aplicação d, simples- 
mente euclidiano. 

A definição dada não assegura a unicidade do quociente e do resto. Quanto a essa ques- 
tão, vale o seguinte resultado (ver exercício 29): “Para que o quociente e o resto na condição 
(ii) da definição sejam únicos, é necessário e suficiente que d(a + b) < max(d(a), d(b)Y. 


Exemplo 9 O anel K[x] quando K é um corpo (em nosso contexto, infinito). 


Neste caso, pode-se tomar como d = ð: (KIx])' > N a função “grau”, isto é, a função que associa a cada 
polinômio não nulo seu grau. 


De fato, como já vimos, se f e g são polinômios não nulos, 9f g) = 90) + d(9) > 90). Além disso, 
se f, g E KIX] e g não é o polinômio nulo, o algoritmo euclidiano nos garante que existem q, re K[X] tais 
que f = gq + r, em que r= 0 ou (r) < d(g). 


O corpo Q, tomando-se como da função definida por d) = 1, qualquer que seja x € Q". 
De fato, se a, be Q', então d(ab) = 1 = da). Se a, be Q e b + 0, então a = b(a/b) + 0. 


De maneira análoga pode-se transformar todo corpo em um anel euclidiano. 


CESE Mostraremos agora que o anel Z[;] dos inteiros de Gauss é euclidiano quando se toma 
como da função que associa a cada elemento não nulo de Z[/] (inteiro de Gauss) sua norma. Lembremos 
primeiro que, se a = x + yi é um inteiro de Gauss, então Mo) = x? + y? e, portanto, Mo) > 1 se a + 0. 
Então, se « e B são dois inteiros de Gauss não nulos: 


Map) = MANG) > Mo), 
ou seja, a condição (i) da Definição 7 se verifica para a função considerada. 


Consideremos a, B € Z[/], B + 0. Então «/B = r + si em que re s são números racionais. Tomemos 
dois inteiros m e n tais que 


1 1 
Ir-m|< do |s-n| < Edy 
o que sempre é possível. Usando-se os inteiros m e n, a igualdade a/B = r + si pode ser escrita assim: 
o/B=m+ni+(r-m)+ (s - ni 
Multiplicando-se ambos os membros por $: 


«= B(m + ni + Bif- m) + (s - mi]. 
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Fazendo-se (m + ni) = x e B[(r - m) + (s - n)i] = p a igualdade anterior fica 
a=pBK+p. 
Notemos, por último, que se p + 0, então: 
Mp) = NEMC - m) + (s - Di] = NAIC - m? + (s - DA < NBA + 1/4) < NB). 


Isso completa a justificação. 


Proposição 8 - Todo anel d-euclidiano é principal. 


Demonstração - Seja A um anel euclidiano e consideremos um ideal 1 + (0) nesse anel. O conjunto 
{d(x) | x E I e x 0) é uma parte de ÑN e, portanto, tem um mínimo d(b). Mostraremos que 1 = {b}. 
Como b E1, então obviamente (b) c I. Para demonstrar a inclusão contrária, seja x um elemento 
genérico de I. Como b + 0, a condição (ii) da definição de anel euclidiano, aplicada a x e a b, asse- 
gura que existem q, r E A tais que x = bq + r, em quer = 0 ou d(r) < d(b). Daí, r = x - bg e então r E I. 
Como, dada a escolha de b, d(r) < d(b) não pode ocorrer, então x - bg = 0 ou x = bq e, portanto, x E I. 


Corolário - Todo anel euclidiano é fatorial. 


EAMA Se x é um corpo (no nosso contexto infinito), então K[X] é fatorial, pelo fato de ser eu- 
clidiano e, portanto, principal (Exemplo 8). 


23. Sejam 1 = (a) e J = (b) ideais em um anel principal A. Se I + J = (d), prove que d é um 
máximo divisor comum de a e b. 
24. Sejam a, b e c elementos de um anel principal. Demonstre que: 
a) 1 (unidade do anel) é um máximo divisor comum de a e 1; 
b) se d é um máximo divisor comum de a e b, então dc é um máximo divisor comum 
de ca e cb; 
c) sea | bc ea eb são primos entre si, então a | c; 
d) sea eb, bem como a ec, são primos entre si, então a e bc são primos entre si; 
e) sea eb são primos entre si e se a | c e b | c, então ab | c; 
f) sed +0 é um máximo divisor comum de a e b, então a/d e b/d são primos entre si. 


25. Mostre que o ideal (5, 1 + 2/-6) no anel Z[V-6] não é principal. 
26. Se J, J e K são ideais em um anel principal A, prove quel+JNK =U+D N(U+K. 


27. Exibindo duas decomposições de 18 em fatores irredutíveis não associados de Z[V-17], 
mostre que esse anel não é fatorial e, portanto, não é principal. 
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28. Seja A um anel d-euclidiano. Prove que: 
a) sea é um elemento não nulo de 4, então d(a) > d(1); 
b) sea, b E 4º são associados, então d(a) = d(b); 
c) um elemento não nulo a E A é invertível se, e somente se, d(a) = d(1). 

29. Prove que na Definição 7 a unicidade do quociente e do resto vale se, e somente se, : 
d (a + b) < max(d(a), d(b)). 
Resolução: (—) Suponhamos que, para o mesmo par de elementos a, b (b + 0), se te- : 
nha: a = bq + r (r = 0 ou d(r) < d(b)) e a = bq, + r, (r, = 0 ou d(r,)< d(b)), com r + r, e, ; 
portanto, q + q,. Então: d(b) < d((q - q )b) = d(r - r,) < max{d(r), d(-r,)} < d(b). Absurdo. : 

30. Encontre quociente e resto, no anel dos inteiros de Gauss, na “divisão aproximada” ; 
de a por ß, nos seguintes casos: 
a)a=5-2ieß=6+i; 
b)a=3+15ieß=1-3i. 

31. Mostre que são euclidianos os anéis Z[Vn ] para n = -2, 2 e 3. : 
Sugestão: Escolha como d: (Z[Vn ])' > N a função definida por d(a) = |N(o)| e proceda : 
tal como para o anel dos inteiros de Gauss. : 

32. Encontre quociente e resto, no anel Z[v2], na “divisão aproximada” de a por ß, con- £ 
forme o exercício anterior, nos seguintes casos: 

a) aœ =4 + 2V2 eB =2 + V2; 
b) a= 4 - V2 e B =2 + 2v2. 

33. Consideremos o anel A = Z[i] dos inteiros de Gauss. 

a) Mostre que 1 = (3) é um ideal maximal em A e que, portanto, A/I é um corpo. 
b) Prove que o anel quociente Z[i]/I é formado de nove elementos. 

Resolução: b) Seja « um elemento do anel A e consideremos a classe a + I. Aplicando-se ; 
o algoritmo euclidiano a a e 3: a = 3m + p, em que p = 0 ou N(p) < N(3) = 9. : 
Segue daí que a + I =p + I (por quê?); se N(p) = 0, então p = 0 ep +1=0+1= I; se N(p)=1, ; 
então p = +1, +i, elementos que determinam quatro classes distintas entre si e de I (por : 
quê?); se N(p) = 2, então p = +1 +i, elementos que determinam mais quatro classes ; 
distintas entre si e das anteriores (Por quê?). E como não há outras possibilidades (por : 
quê?), então o número de classes distintas é 9. 


34. Se I é um ideal em A = Z[i], mostre que o anel quociente é finito. 
Sugestão: Generalizar o raciocínio usado na resolução de 33.b. 


35. No anel Z[i] encontre decomposições em fatores irredutíveis dos números 6 e -9 + 12i : 
e, através delas, determine um máximo divisor comum desses números. 


36. Sejam a e b elementos de um anel principal A. Um elemento m € A se diz mínimo múl- ; 
tiplo comum de a e b se: (i) m é múltiplo de a e b; a|ļm e b|m. (ii) todo múltiplo de a e : 

b é múltiplo de m. Isso posto, se a, b são elementos de um anel principal, prove que: 

a) todo gerador de (a) N (b) é um mínimo múltiplo comum de a e b; : 

b) se d é um máximo divisor comum de a e b e m um mínimo múltiplo comum, então : 

ab ~ dm. 
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Resolução: b) Mostraremos que (a) N (b) = ((ab)/d), o que é suficiente (Por quê?). Se 
x E ((ab)/d), então x = [(ab)/dlt, para algum t € A. Mas, como d é divisor de b, então 
(b/dt E A e, portanto, x = [(ab)/dl]t = a[(b/d)t] e (a); analogamente se mostra que 
x E (b). Agora, sex E (a) ex E {b}, então x = at, = bt, para convenientes elementos 
t, t, E A. Mas, como d é um máximo divisor comum de a e b, então s = a/d e s, = b/d são 
primos entre si (Exercício 24.f). Substituindo a e b em at, = bt, respectivamente por 
ds, e ds, obtemos ds t = ds,t,. Daí, st = s,t, e, como s$, S, E A são primos entre si, então 
s, | t, (Exercício 24.c). Se t,/s, = k, então t,=s ke, portanto, x = bt, = bs, k. Como, porém, 
s; = a/d, então x = [(ab)/d]k, o que mostra que x € ((ab)/d). 

37. Com base no item b, do exercício anterior, encontre um mínimo múltiplo comum dos 
elementos q, B E€ A Z[i] nos seguintes casos: 
a) «=3eB=7; 
b) «=6eB=-9+ 12i. 


38. Descreva os elementos de (V2} em Z[v2] e prove que esse ideal é maximal. 
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ARTHUR CAYLEY (1821-1899) 


Como vimos na seção anterior desta série, a ideia de grupo (e o próprio termo “grupo”) 
foi introduzida por E. Galois com vistas a caracterizar as equações algébricas resolúveis por 
radicais. Como os grupos introduzidos por Galois eram formados por permutações das raízes 
de uma equação (logo eram finitos, isto é, tinham um número finito de elementos) com as 
quais operava naturalmente mediante a composição de permutações, ele se limitava a exigir 
o fechamento da composição para que a ideia de grupo se cumprisse, uma vez que a associa- 
tividade, a existência de elemento neutro e a de inversos pareciam-lhe demasiadamente 
óbvias para serem explicitadas. 

Entre 1844 e 1846 o eclético matemático francês A. L. Cauchy (1789-1857) fez um signi- 
ficativo estudo dos grupos de permutações, abrindo assim um novo e independente tópico da 
Matemática. Embora Cauchy somente exigisse o fechamento da composição, ele reconhecia a 
importância do elemento neutro, que indicava por 1, e do inverso de uma permutação gené- 
rica f do grupo, que ele indicava por f+. 

Se uma permutação f do conjunto (a, b, ..., l} era definida por fla) = a, f(b) = b, „f(D = lp 


G Duss 


) a qual ainda é usada modernamente. 


Cauchy indicava f pela notação | 
i 


sl 
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Contudo, o primeiro matemático a perceber que a ideia de grupo podia ser generalizada 
abstratamente foi o inglês A. Cayley. Em três artigos, o último dos quais de 1854, ele introdu- 
ziu a noção de grupo abstrato. Isso significava considerar os elementos de um grupo como 
meros símbolos, sem nenhum significado material, e a operação também sem nenhuma defi- 
nição específica, sujeita tão somente aos seguintes axiomas: associatividade, existência de 
elemento neutro e lei do cancelamento. A existência de inversos era uma decorrência desses 
axiomas, pelo fato de Cayley se limitar apenas a grupos finitos. 

Em Cambridge, no Trinity College, onde ingressou aos 17 anos, Cayley teve um desem- 
penho acadêmico excepcional. Aos 20 anos publicou seu primeiro trabalho, no Cambridge 
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Mathematical Journal, iniciando uma obra que, ao fim, além de brilhar pela criatividade, pra- 
ticamente se igualaria, com cerca de 1000 artigos, às de Cauchy e Euler, os matemáticos mais 
produtivos da história. Além de graduar-se com distinção máxima no Trinity College, ganhou 
ainda, ao fim do curso, o Smith's Prize, prêmio concedido ao melhor trabalho sobre um tópico 
qualquer da Matemática. 

Deve-se a Cayley a ideia de tábua de multiplicação de um grupo. Em particular ele de- 
monstrou que, essencialmente, só há dois tipos de grupos de ordem quatro, ou seja, grupos 
formados de quatro elementos: um deles é “cíclico”, isto é, todos os seus elementos são po- 
tências de um dentre eles; o outro se caracteriza pelo fato de que cada um de seus elementos 
ser o inverso de si mesmo e é chamado grupo de Klein, em homenagem ao matemático ale- 
mão F. Klein (1849-1925). Observar (figura) que na tábua da esquerda y% = 1 = elemento 
neutro, por definição, Y! = y, Y = B e Y = a e, portanto, trata-se de um grupo cíclico. E é evi- 
dente que a da direita representa um grupo de Klein. 


A ideia de grupo abstrato, porém, passou quase que despercebida inicialmente. Mas em 
algumas décadas, verificou-se que se tratava de um instrumento da mais alta importância 
para organização e estudo de muitas partes da Matemática e sua importância não parou de 
crescer de então para cá. O axioma da existência de inversos só veio a se tornar necessário 
quando do início do estudo dos grupos infinitos. E o primeiro matemático a impor a necessi- 
dade de inversos na definição de grupo infinito foi o alemão Walther von Dyck (1856-1934), 
que aplicou o conceito na teoria dos números e no estudo de transformações geométricas. 

Em 1863, Cayley aceitou com entusiasmo a indicação de seu nome para professor de 
uma cadeira de Matemática recém-criada em Cambridge, embora isso significasse um corte 
substancial em seus ganhos (pois vinha exercendo, paralelamente às suas pesquisas mate- 
máticas, a advocacia, com muito sucesso). Salvo um semestre de 1882, em que deu cursos 
nos Estados Unidos, permaneceu à testa dessa cadeira até a morte. Além de tudo, Cayley era 
uma pessoa extremamente serena, equilibrada e gentil, não sendo de admirar, pois, terem lhe 
dado o cognome de “matemático dos matemáticos”. 
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196, 260 
inteiro estritamente negativo, 4, 16 
inteiros negativos, 28 
inteiros positivos, 29 
Números 
primos, 43-46 
primos entre si, 41-42 
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Operação (sobre um conjunto), 112, 113, 118, 145 


Operações com ideais, 271-272 
Oposto 
de um elemento, 118, 146 
de um elemento de um anel, 225 
Ordem 
de um elemento de um grupo, 187, 188 
de um grupo, 165 


Par ordenado, 66, 282 
Parte fechada (para uma operação), 123-125 
Partição, 84-86 
Peacock, B., 144, 222 
Período 
de um elemento de um grupo, 146, 187 
zero, 188 
Permutação, 151, 207 
ímpar, 212 
par 212 
Polinômio, 299 
constante, 300 
invertível, 300, 308 
irredutível, 299, 327 
primitivo, 335 
Polinômios sobre 
um anel de integridade infinito, 347 
um anel fatorial, 358 
um corpo, 328 
Positivo (número), 34, 46 
Potência 
de um elemento de um grupo, 180 
em um anel, 231 
Primo 


elemento de um anel de integridade, 327, 348 


número inteiro, 43, 151 
Primos entre si (números inteiros), 41-42 
Princípio 

de indução (primeiro), 29-30 

de indução (segundo), 30-31 

do menor número inteiro, 29 
Problema chinês do resto, 56-59 
Produto 

cartesiano, 66 

de subconjuntos (de um grupo), 200 

direto (de anéis), 248 

direto (de grupos), 160 
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Prolongamento (de uma aplicação), 109-110 
Proposição, 13, 15 
Propriedade 

associativa, 113-114 

comutativa, 115 

distributiva, 123 
Propriedades da multiplicação, 137-138 
Ptolomeu, C., 62, 94 


Quantificador 
existencial, 12 
universal, 12 
Quocientes (em um anel), 276-280 


Raiz 
de um polinômio, 222, 302 
simples, 319 
Raízes múltiplas, 319-320 
Recíproca (de uma proposição ou função 
proposicional), 15 
Reflexividade (propriedade reflexiva), 32, 52 
Regra de sinais, 285 
Regulares (elemento), 121-122 
Relação 
binária, 66-68 
de equivalência, 80 
de ordem parcial, 87 
de ordem total, 88 
Relações 
de Girard, 329-331 
entre coeficientes e raízes de um polinômio, 329 
sobre um conjunto, 72-75 
Ruffini, P, 294 


Simetria (propriedade da), 52 
Simetrias 

de um polígono regular, 159 

do quadrado, 157-158 

do triângulo equilátero, 156-157 
Simétrico (de um elemento), 118 
Sistema 

completo de restos - módulo m, 53 

de numeração posicional decimal, 34 
Sobrejeção, 100 
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Subanéis, 100 

unitário, 233 
Subconjunto, 4-5, 109 
Subcorpo, 237 
Subgrupo, 160-162 

normal, 198, 199 
Subgrupos triviais, 161 
Sun Tsu, 57 
Supremo de um conjunto, 91 


Tábua 
de um grupo finito, 146 
de uma operação, 126-127 
Tábuas de um anel, 249 
Teorema 
chinês do resto, 58 
de Cayley, 175-178 
de Lagrange, 193-197 
do resto, 313-315 
do homomorfismo para anéis, 279-280 
do homomorfismo para grupos, 202-204 
fundamental da álgebra, 328 
fundamental da aritmética, 44, 358 
Transitividade (propriedade da), 14, 32, 52,83 
Translação, 175, 176 
Transposição, 206 


Último teorema de Fermat, 25, 267 
União (de conjuntos), 6, 7 

Unidade (de um anel), 231-233 
Unitário (subanel), 233, 256, 270 
Universo de um conjunto, 12 


Valor lógico (verdadeiro, falso), 12 
Van der Waerden, B. L., 346 
Viète, F., 217-219 


Weber, H., 222 
Wiles, A., 25, 267 


Zero (de um anel), 235 


Respostas a 
algumas questões s— 


374 


Capítulo 1 


1. 


11. 


12. 
13. 


16. 


17. 
18. 
19. 


Verdadeiras: a, c, d; falsas: b, e. 
B=(1,C=t0,1, {1}, (1,2) 
a) A = {1, 2, 3, 4}, B = {4, 5}e C = {3, 4, 5} 
b) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {4, 5, 6,7} e 
C={4,5, 6,7,8} 
a) P(A) = (6, {Ø} TI), UU) (O, 1), 
tô, (1); (LI, {9, 1, {1} 
c) 64 
470 
a) Ø 
b) I (conjunto dos números irracionais) 
c) Ø 
d) {1/2, 3/4, 5/6, ..} = 


- 2n-—1 
2n 


sm 1,2,.95 

e)4 

4 

a) respectivamente: 1, I, {2} U [5, +œ], 
{1/2, 3/4, 5/6, ...}, A U B 

A = {2, 4, 6, 8, 10} 

B = {3, 6, 9, 12} 

C= {4,8, 12} 

Verdadeiras: a, b, c, d, f, g, i; falsas: e, h, j. 

a b,d,e 

a) Se A é um triângulo, então qualquer 


lado de A é menor que a soma dos 
outros dois. 


b) Se p é um número primo diferente 
de 2, então p é ímpar. 

c) Se x é um número real tal que 
-2 < x < 2, então x? < 4. 


d) Se duas retas são paralelas entre si e 
não são paralelas ao eixo das 
ordenadas, então essas retas têm o 
mesmo coeficiente angular. 


20. 
21. 


22. 


Álgebra moderna 


e) Se uma função real de variável real 
é diferenciável num ponto, então 
ela é contínua nesse ponto. 

f) Se uma das filas de um determinante 
é formada de zeros, então esse 
determinante é nulo. 

Verdadeiras: b, c; falsas: a, d. 

a) Existe x, x > 2, tal que x? < 4. 

b) Existe um triângulo retângulo que 
é equilátero. 

c) Existe um número real x tal que, 
qualquer que seja o inteiro n, 
verifica-se n < x. 

d) Qualquer que seja o número 
complexo z, vale zº + 2. 

e) Existem retângulos que não são 
paralelogramos. 

f) Existem planos paralelos tais que um 


deles contém uma reta que não é 
paralela ao outro. 


a) ax d) 3x 
b) Yx e) 3x 
c) Yx f) 3x 


23.a) (Yx) (ay) 


24. 
25. 
26. 
27- 


b) (Yx)(Vy) 

c) (3x)(3y) 

d) (3x)(3y) 

e) (Vx)(Vy) 

Verdadeiras: a, c; falsas: b. 
a,c,d 

b, d,e 

Recíprocas 


a) Se a soma de dois números inteiros é 
par então esses números são ímpares. 

b) Se uma função real de variável real é 
diferenciável num ponto, então ela é 
contínua nesse ponto. 


Respostas a algumas questões 


28. 


29. 
30. 


31. 


c) Se o determinante de uma matriz é 
diferente de zero, então a matriz 
é invertível. 


d 


m 


Se um polinômio real tem duas e 
apenas duas raízes complexas, então 
esse polinômio tem grau 2. 


e) Se todas as retas de um plano são 
perpendiculares a um outro plano, 
então os dois planos são 
perpendiculares entre si. 

Contrapositivas 

a) Se a soma de dois números inteiros é 
ímpar, então um deles é par. 

b) Se uma função real de variável real 
não é diferenciável num ponto, então 
ela não é contínua nesse ponto. 

c) Se o determinante de uma matriz é 
igual a zero, então essa matriz não 
é invertível. 

d 


pam, 


Se o número de raízes complexas de 
um polinômio real é diferente de 
dois, então o grau desse polinômio é 
diferente de 2. 

e) Se num plano há uma reta que não é 
perpendicular a um segundo plano, 
então os dois planos não são 


perpendiculares. 
Recíprocas: verdadeiras: b, c, d; falsa: a. 
Contrapositivas: verdadeiras: a, c, d; 
falsas: b, e. 
Sea <c, então a < b oub <c. 


Se três pontos distintos, A, B e C, de um 
plano são tais que AB > AC + BC, então 
esses pontos são colineares. 

a)x=1 
b)x=10 


c)x=-1 
d)x=1/2 


Capítulo 2 


10. a = 57, 56, 55, 54 e, respectivamente, 


r = 4, 18, 32, 46. 


12. 111 

16. c) mdc(42, -96) = 6 
42:7+(-96)-.3=6 

17.48 

18. 500 e 180 

24.780=22.3.5-13 


25. 
31. 
33. 


b) 22-31. 5°. 130. 19° = 12 
144 

b) {(2 - 2t, 4-58 | tE Z} 

d) {(18 + 23t, -3 - 4t) | t € Z} 


34. 56 e 44 

35. -60 - 77t(t=-1,-2,-3,...) 

36. 60 inteiras e 4 meias 

37. -255 - 37t(t = -7, -8, -9, ...) 
38.a) 1 b) 1 d) O 
40. 0 

45. a) x = 1103 (mod 2210) 


b) x = 4128 (mod 6061) 
a) x = 851 (mod 1430) 
b) x = 26 (mod 630) 
3930 


46. 


47. 


Capítulo 3 


1. a) R, = {(1, 0), (3, 2), (5, 4), (7,6) 


R, = {(1, 2), (1, 4), (1,6), (3,4), (3, 6), 


(5,6) 
R =Ø 


b) D(R,) = {1, 3, 5, 7} e Im(R,) = {0, 2, 4, 6} 


D(R,) = {1, 3, 5} e Im(R,) = (2, 4, 6} 
D(R,) = Ø = Im(R,) 
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2. 


5. a)mn 


a) E=(a,b,c,d,e) 

b) D(R) = {a, b, c, d} e Im(R) = {b, c, d, e} 

c) R” = {(b, a), (c , b), (d, c), (e, d)} 
D(RD=(b, c, d, e} e Im(R}) = {a, b, c, d} 

d) 


a) 


b) D(R)={xER]|-1<x<1} 

c) Im(R)=(yeR|-2<y<2) 

d) R' = {(x,y) E R? | x? + 4y? = 4} 

a) R = {(1, 3), (4, 2), (7, D} 

b) D(R) = {1, 4, 7} 

c) Im(R) = {1, 2, 3} 

d) R“ = {(3, 1), (2, 4), (1,7) 

b) 2m 

RnR'=6eRUR =ExE 

R, U R, = {(x, y) | XR, y ouxR,y) 

R, A R, = {(x, y) |xRyexR,y) 

(x,y) E€ R> (x,y) E R, 

a) R=((1,1), (1,3), (1,5), (2, 2), (2,4), 
(3, 1), (3,3), (3,5), (4, 4), (4, 2), 
(5,5), (5,3), (5, D} 

b) 


c) Ré reflexiva, simétrica e transitiva; 
R não é antissimétrica. 


9. 


10. 


11. 


Álgebra moderna 


R é reflexiva, simétrica e transitiva. 


S não é reflexiva, simétrica, 
antissimétrica e transitiva. 


R é simétrica (apenas). 


12.a) 6 


13. reflexivas: R, R 


14. 


16. 


18. 


20. 


21. 
22: 


b) R = {(ab, ab), (ab, de), (de, ab), 
(de, de), (bc, bc), (bc, ef), (ef, bc), 
(ef, ef), (cd, cd), (cd, fa), (fa, cd), 


(fa, fa)} 
c b 
(> 
e f 


c) Reflexiva, simétrica e transitiva. 

eR, 

simétricas: RR, R,€6, 

transitivas: Rp Ry R, e R, 

antissimétricas: RR €R; 

R, = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4,4), (1, 2), 
(2, 3), (3, 2)} 

R, = {(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)) 

R, = {(1, 2), (2, 3), (1,3), (2, 1)) 

R, = {(4, 2), (2, 3), (3, 4)) 

Ø, {(a, a)}, {(a, b)}, {(b, b)}, (Cb, a)}, 

t(a, a), (a, b)}, {(a, a), (b, b)}, {(a, a), (b, a)}, 

{(a, b), (b, b)}, {(a, b), (b, a)}, {(b, b), (b, a)}, 

{(a, a), (a, b), (b, b)}, {(a, a), (b, b), (b, a)}, 

{(a, a), (a, b), (b, a)}, {(a, b), (b, b), (b, a)}, 

ExE 


P2 


Reflexiva: R, 
Simétricas: todas. 
Reflexiva: R, 
Simétricas: R, e R, 
R eR; 


a 


24 


2T: 
28. 
29. 


30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


35: 


36. 


37. 
38. 


Respostas a algumas questões 


.a 

b) 0 = {0, -2}, =2 = {0, -2}, 4 = (4) 

b) E/R = {{-3, -2, -1, 0}, {1}, {2} {3} 

a) 0 = {0, 4, 8}, T = {1, 5,9} 

b) E/R = {{0, 4, 8}, {1, 5, 9}, {2, 6, 10}, 
{3,7} 


b) classe do J =Q 


c) a=Q,aEcQ 

d) V2 = {x+ VZ |xe Q} 

b) 1+i={@,y)EC|X +y’ =2} 

C/R é o conjunto das retas paralelas ao 
eixo real. 


(0, 0) = {(x, y) E R? | xy = 0} 

(1 1) = {(x, y) E R? | xy = 1} 

R?/S é o conjunto de hipérboles xy = k. 
(1 D) = {(xy) E R? | x-y = 0} 

(1,3) = {(x,y) E R? | x-y = -2} 

R?/T é o conjunto das retas paralelas à 
retax-y=0 


a) 


b) 


c) congruência módulo 2 

R, = {(a, a), (b, b)} e R, = E x E 

R, = {(a, a), (b, b), (c O) 

R, = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a)} 


R, = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, c), (c, a)} 
R, = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, c), (c, b)} 


R,=ExE 
39. 15 
44. a) 
20 
10 
5 
4 
2 
E À 
b) 
20 
10 
4 5 
2 
1 
45. 
{a,b} 
OZ 
Ø 
46. 
30 
2 dB 5 
47. 


(a, b,c,d, e) 
{a,b,c,d} 
{a,b,c} {a, b, d} 
{a} {b} 


48. ?.s.=f h,i 
te le=D 
inf=b 
sup =f 
Amax 


Amin 


49. 4.s.=LEQ|L>v2 et.i.=LEQ|t<-v2 
Ainf, sup, max, min 
50.?.s.=302.i.=2 sup = 30 
inf=2 Amax Amin 
51.?.s.=(a, b, c, d} e {a, b, c, d, e} 
£. i. = {a} e {b} 
sup = {a, b, c, d} 
Ainf 
max = (a, b, c, d} 
Amin 
52.t.s=(xy):2|xe2<y 
£.i.= (1, 1) e (1, 0) 
inf = (1, 1) 
sup = (2, 2) 
Amax 
Amin 
53. R, e R, 
55.n+0 
56. f, = {(0, 3), (1, 3), (2, 3)) 
f= {00, 3), (1,3), (2, 4)) 
f,=1(0,3), (1,4), (2,3)) 
f= {00, 3), (4, 4), (2, 4)) 
f; = 100, 4), (1,3), (2, 3)} 
fs = {00, 4), (1,3), (2, 4)) 
f= 10, 4), (1, 4), (2,3)) 
fa = (0, 4), (1, 4), (2, 4)) 


57. f= {(0, 1), (1, 1), G, 1), (v2, -1), (m, -1), 


T 
(z 


(e) 


58. 1, 4, 1, 5, 0, respectivamente 
- 5). ETA JOE - 
59. f(0)=2,(5) = 5,f(-2)=-2,1(43) = 
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60. Só no 1ºe 2º casos. 

61. {7, 8}, {7, 8}, {6, 8, 9}, 16, 7, 8, 9}, {0, 1, 3, 4} 
e Ø, respectivamente 

62. 1, 3, V2 - 1, [0, 1], [0, 2], R+, [-3, 3], 

[-3, 3] e Ø, respectivamente 

63. [0,2], R+, R+, [-4, -1] U [1, 4096], 
[-4, 4096], Ø, respectivamente 

64. a) Não existe. 

b) 1 

c) 81 

d) {(2, 4), (4, 2), (16, 1)} 

e) {(5, 4), (25, 2), (625, 1)} 

f) {(Ly) |y E N} U {(x, 0) |x E NS 
g) 1 

h) {(p, 1) 
i) Ø 

65. ff 

66. ff, 

67. f, = (a, 1), (b, 2)) 
f=ta 2), (b 1)  fo=t(a 3), (b, 1)) 
f= {la 2), (b 3) f= {a 1), (b, 3)) 

68. f, = {(a, 1), (b, 1), (c 2)} 

f, = t(a, 1), (b, 2), (c 1)} 
f, = t(a, 2), (b, 1), (c 1)} 
f,= {(a, 1), (b, 2), (c, 2)} 
f; ={(a, 2), (b, 1), (c 2)} 
fe= (a, 2), (b, 2), (c, 1)} 

69. f = {(a, a), (b, b), (c c)} 
f, = {(a, a), (b, c), (c, b)} 
fz = {(a, b), (b, a), (c, c)} 
f= {(a, b), (b, c), (c, a)} 
f; ={(a c), (b, a), (c, b)} 
f= (a, c), (b, b), (c, a)} 

70.a) 1,5e 12 
b) Não. 


c) Sim. 


f= {(a, 3), (b, 2)} 
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73. Injetoras: b, d, e. 
Sobrejetoras: b, e. 
76.a+0ec+0 
79. a) não 
b) sim 
c) (lx y) |x=00uy=0) 
d) [0,2] 
e) R, 
81. 1°) f(x)=x+1 


2x,sex>0 
-2x-1,sex<0 


2º) fl) = 
39) fl)=2* 


82. f(x) = *22 


83. (x) = 


84. f'(x, y) = (x -3,2 -y) 
85. gof = {(1, 8), (2, 8), (3, 9)} 
nem injetora nem sobrejetora 


86. gof =g, fog =g, goh = {(a, d), (b, c), 
(c c), (d, a)}, hog = {(a, b), (b, b), (c, d), 


(d, c)}, hof = h, hoh = {(a, b), (b, b), 
(c, b), (d, d)} 
87. (fog)(x) =x +1 


(gof x) =X + 4x + 3 (foh)(x) = 3x +2 


(g09)(x) = x* - 2x° 
(goh) (x) = 9x -1 
(hog)(x) = 3x2 -3 

88. (fog)(x) = xº + 3x! + 3x? + 2 
(gof) (x) = xº + 2x? + 2 
Fofa) =xº + 3x8 + 3x3 + 2 
(gog)(x)=x!+2x2+2 

89.a=V3 en=2 

90. g(x) = 2x -x-2 


91. 
3x-1, sex> Ż 
Cg) = 5 
-3x + 3, sex<s 
3x+1,sex>0 
WAE = -3x+1,sex<0 
92. 


x+2,sex<-1 
-2x+1,se-1<x<0 
1 


Cof) = \ -1+ 4x,se0<x< E 
2-2x sex>5 


93. 
_|2(1-x), sex<1 
g) = 2(1+x),sex>1 
1+x),sex<-1 
1-x;,se-1<x<0 


UAR) = 1-2x, se0<x<5 


1+2x,sex>5 


94. (fog)(x) = x(gof)(x) = x então g =! 


95. a) (fog)(x)=x2-x+2 
FANE) =x+4 
(gog) (x) = xt - 2x? + x 
b) h(x) =x-2 
98. c,e 
101. gi 
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102. f=((0,0), (1, 1), (4, 2), (9,3), (16, 4), 


(25,5) 
103. fi, 
104. g: R > R tal que g(x) = 2* 
105. Associativas: b, c, d, f. 
106. Associativas: a, b, c, d, e. 
107. c=0,a€{0,1}eb E€ {0,1} ou 
c&t0ea=b=1 


sea = b = 0 e qualquer c € R 
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108. Comutativas: a, c, d, f, i, j. 127. a,b 
109. Comutativas: a, b, c, d, e. 128. b,c,f 
110. a=b 132. 
111. Têm neutro: c, d, f, i. a) t22 [6 
a MEJEJE 
112. Têm neutro: b, c, d, e. 2121/2 
i 3/1/1/3]3 
113. e=lo My com q ER sjijzisle 
b) 1/3/9727 
114. a) m'=men?=n 1/1/3/9]27 
bims 3/3/3/9]27 
)m=n 9 |9 |9 |9 |27 
c) m=n=1 27 |27 |27 |27 |27 
115. (a=b=0ec+0)ou(a=b=1e 
c qualquer) e) 
116. c) 0 
d) x|xeR 
f) 0 
i -d d) 
D x|Xx> 2 
117. b) 7x7 
c) (lx) |x=t+1eyeZ) 
d) (xy) |xeZey=+1) e) 
e) {(1; 0), (0, 1), (-1, 0), (0, -1)} 
118. U(Z)=((xy 27) |x y, z E {-1, 1} 
119. b) {(x, y) | x E€ U,(E) e y E€ U,(P} 
120. a) R f) R, -{1 
) R, ka 133. a) 
b) Ø g) Z -{0,-2} U | Ø | {a} | {b} j{a, b} 
© | Ø | {a} | {b} la, b} 
R, np = =) {a} | ta) | ta) |ta, bjlta, b} 
d) R i) R {b} | {b} |ta, b}| {b} |{a, b} 
e) R j R ta, b}|{a, b}| {a, b} {a, bijta, b} 
121. a) Ø d) Z x Z b) 
b) ZxZ e) x Z 
c) Z x Z 
3 5 
123. R- {> -> 
3. r- [3-7] 


126. Não existe. 
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Respostas a algumas questões 
o) [= | Ø| |b fa b D[ Tab] m[ Tab] [Tab 
a |O [ta | tb) (ab) jalalb dE alalp 
ta | ta | Ø la, by) 4) z z 
ib} | tb} [ta b| Ø | ta) k) [Jalb] [Tab] P) [ajb 
a, b}|ta, b}| {b} | ta) | Ø ala albla alblb 
b|b b|b|b b|b|b 
134. a) b 
b|b 
138. d) 2 
b) e) 2 
139. F 
FARIA 
135. a) E 
Anne 
fa 
a 
b) E 
b) todos 
O) fofoh ef 
140. 
136. 
141. f, = {(0, 0), (1, 1)) 
f, = {(0, 0), (1, 0)} 
a A = {(0, 1), (1 0)) 
ajal blala! [biblal 
ajaja ais albla 
[a[b] blalb 
c)[ Tab) £) apy i) [ Talb 
ala alalb 
blbla [blala! biblal 
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142. GARRA Elementos simetrizáveis: 
Alhl|flfB|h a) a,b,c,d 
RIRI hB falf b) b 
BifBihh|h 
fal fal hl hR B c) todos 
148. 


143. ATLETA AJA] 


149. 


144. a) Comutativas: todas. 150. 
b) Têm neutro: todas. 


c) Elementos simetrizáveis: 


(6), o], {n}, (Li, -1, -i} m 


d) Elementos regulares: 


{6} o, {n}, {1 i -1, -i} 


152. (1,2,4), (1,2, 6), (1,2,12),11,3,6), 


145. 1) d 4) c {1;3,12}{L412}4{1,6; 12}{2,3,6} 
2) c 5) d {2, 4, 12}, {2, 6, 12}, {3, 4, 12}, 
3) c {3, 6, 12}, {4, 6, 12} 
146. a) A 153. XcYouYcX 
b) 4 154. 
c) 4 


155 
156. 


147. Comutativas: a, c. 


Têm neutro: a, b, c. 


Respostas a algumas questões 


157. 


Capítulo 4 


(b) e (e) 
(c) (8) 


a) (x-y)-z=(x+Y+x)):z=x+Y+ 
+XY +Z+XZ+yZ+(Xy)Z=X+y+Zz+ 

+ XY + XZ + yZ + XYZ 

X- (Y-Z)=X+y-Z+x(y-Z)=XxX+y+zZz+ 
+yZ+Xx(y +Z+yZ)=X+y+Z+Xy+ 
+XZ + yZ + X(yYZ) ÆEX+yY+Z+XyY+XZ+ 
+ yZ + XYZ 
SeeeZex:e=e-x=x,Vx€E G, então 
x-e=x+e+xe=xou(l+x)e=0. 
Logo, e = 0 é o elemento neutro 


Se x’ é o simétrico de x, 


Vo 
x = 
1+x 
Vo -1/4 
b) (0,25) = (1/4) fr 


(-0,4) = 0,4/(1 - 0,4) = 0,4/0,6= 5 


c) (0,2)x = 4: (-0,4) = 2. 
Logo: x = (0,2)'- 2. 


10. 


18. 


xy! = 
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—0,2 1 
Como (0,2) = É = entã 
(0,2) T+02 6 então 
g=2+[=L)42)-Lj= 2. 
6 6 2 


Se o elemento neutro de G é u e o de H 
é e, o elemento neutro da operação 
sobre G x H é (u, e); e o simétrico 
(inverso) de um elemento (a, b) € G x H 
é (a”, b’), em que a’ é o simétrico de a 
em G e b’ o simétrico de b em H. 

O elemento neutro é (1,0) eo 
simétrico (inverso) de um elemento 
x= (a, b) + (1,0) éx' = (a, -ba). 

a) Não c) Não 

b) Sim 

a) f 

Para facilitar, expressaremos os 
elementos de (Z,)* sem as barras. 
Então 


[6/6|5]4[3]2]1] 


b) Evidentemente, B + Ø. Se x, y E B, 
então Im, n, r, s E Z para os quais se tem 


_1+2m 


ey 1+2r 
1+2n y 


=Z . Logo 


1+2m E Raia o 


1+2n 1+2s 


1+2m | dd Rd Cica 
1+2n 1+2r 1+2(r+n+2nr) 


Comos+m+2smer+n+2nr 
expressam números inteiros, então 
xyi€B. 
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Vale observar que o elemento neutro 
de B é o número 1 = tir, 
1+2:0 
19. a) Sim b) Não 
21. b) Consideremos 
“| cosa sena cosB sen 
A= = 
—seno cosa —-senB cosß 


matrizes de G. Notemos que 


cosorcosp — senorsenB senacosß + senßcosa 
—senocos — senßcosæ —senorsenf + cosorcosB 


cos(o. + B) sen(œ + B) 
—sen(& + B) cos(a + B) ` 


Notar ainda que, como 
detA = cos?o, + sen?a = 1, então 


cos O. —sen O 
sen O cos 


A= 


cos (—&) sen (—@) 
— sen (—&) cos (—@) 


Jen 
Logo, todo elemento de H é invertível. 
Notar ainda que: 


1 0 
0 1 


cos 0º sen 0º 
— sen 0º cos0º 


Logo, G é um subgrupo do grupo 
multiplicativo das matrizes 2x2 
sobre R, invertíveis. É comutativo. 
22. b) São subgrupos H, e H.. 
Ambos comutativos. 
24. R 


0 
25. Levando em conta que o elemento 
neutro desse grupo é o número 3 e 
que o simétrico de um elemento x é 
6 - x, todos os subconjuntos dados 
são subgrupos de (R, *). 


31. 


33. 


36. 
42. 


46. 


48. 
49. 


50. 
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Consideremos duas funções afins, 
assim definidas: g(x) = cx + de 

f(x) = ax + b. Então (gof) (9) = g(f(x)) = 
= g(ax + b) = c(ax + b) + d = c(ax + b) + 
+d = (ac)x + cb + d, logo gof também é 
uma função afim. 


Como G é comutativo, HK é um 
subgrupo de G. Supondo que 

H = {a,, a, „a } € K= {b,, b, .„ b}, onde 
r e s são, respectivamente, a ordem 
de Hes, então HK = {a,b, | I<i<r 

e 1<j< s}. Suponhamos que 
existissem índices tais que a,b, = a b,, 
comi<it<rel<jk<s. Então 
a*a, = b,b e portanto a/'a, = b,b; = e, 
ou seja, a, =a, e b, = b, devido à 
hipótese. Portanto não há elementos 
repetidos em tab |1<i<re1<j<s) 
e a ordem de HK é efetivamente rs. 
Homomorfismos: a, b, d, e, f. 
Injetores: a (se k + 0), d, f 
Sobrejetores: a (se k + 1), e. 

a) {0}, sek + 0, ou Z,sek £0. 

b) {1,-1} 

d) {0} 


51. 
52. 


57. 


58. 


59. 


60. 


64. 


Respostas a algumas questões 


e) {(0,y) |y E Z} 

f) {0} 

N) = {x y))eZxZ|x=y) 
Núcleos 

a) {1,-1} 

b) {cos 0 + i sen 0 | 0 € R} 
c) {1} 


d) {0} 
Nf) = {-1, 1} 
Im(/) = R? 


Todas são homomorfismos. 


Núcleos: 

a) {(1,y) |y EJ} 
b) {(x,1) | xE G} 
c) {1} 

d) {(1, 1)} 

e) {1} 


a) 


66. 
71. 


76. 


82. 


99. 


100. 
101. 


103. 


104. 


106. 


131. 


b)a=b,b!=dc!=c 
c) x=biaic!=dfc=e 
f: R> R tal que f(x) = log, x 
fı = t(e, e), (a, a), (b, b), (c c)} 
f, = t(e, e), (a, a), (b, c), (c, b)} 
f= {(e, e), (a, b), (b, a), (c, c)} 
f, = {(e, e), (a, b), (b, c), (c, a)} 
f; = t(e, e), (a, c), (b, b), (c, a)} 
fs = {(e, e), (a, c), (b, a), (c, b)} 
[-1], =Z 

[3], =3Z 

Bisle anaa] 

[j = {1, i, -1, -i} 

Cíclico: Z, 

Não cíclico: grupo de Klein 

a) [b] = {e, b, d, 9) 

b) o(d) =2 

d) x=c. 

H, 1 + H, 2 + H. 
4Z,1+4Z,2+4Ze3+4Z. 

À direita: H, f ° H, f,o H 

À esquerda: H, Hof, Hof, 
Finito 

Z x Z/Z x 2Z = {(0, 0), (0, 1)). 


Existem infinitas classes pois, 
por exemplo, 


Ym, nE€Z,m+n>= (m,1)+H+ (n, T) +H. 


Z+(-1)=Z 
Z + (1/2) = {n + (1/2) |n EZ} = 


-f{2n+1 
E 2 


Inez 


H, = {0, 3} e H, = {0, 2, 4} 
G/H, =(H,1+H,2+HJe 
G/H,=(H,1+H) 
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132. 


135. 


136. 


137. 


138. 


139. 
140. 


141. 


| H, | h f1 
|1 + H,|1 + H|2 +H, 


1+2Z 
1+2Z|1+2Z| Z 


1 2 3) /1 23 

p 1 j 2 l 

a) (18) (3 6 4) (5 7) = (1 8) (34) 
(36) (57) 

b) (13 4) (2 6) (5 87) = (1 4) (13) 
(26) (5 7) (58) 

c) (1347865 2) = (1 2) (15) (16) 
(18) (17) (14 (13) 


b) Z/2z| Z | Z 


123456789 10)\_ 
21543689710) 


=(1 2) (3 5) (7 8 9) 


a) +1 c) -1 
b) +1 d) -1 
a) 4 b) 6 


a) (179 2 53 8) (4 6); 14; -1 
b) (1 6) (2 5) (3 4); 2; -1 

a) 3 c) 2 

b) 4 
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Capítulo 5 


3: 


14. 


16. 
19. 


22 


O zero deste anel é 3 e a unidade é 0. 
Um elemento x €E R é invertível se, e 


somente se, existex € R tal que x + X - 


, 


XK Ea E ; 
35 0. Logo são invertíveis os números 


racionais que cumpram o seguinte: 

3x 
x-3 
diferentes de 3 (zero do anel). Logo, 


todos os elementos não “nulos” são 


E R, ou seja, os números reais 


invertíveis e (R, *, +) é um corpo. 
zero = (0, 0); anel comutativo; 
unidade = (1, 0). 

U(Z) = {0, 2}; 

U(R) =R- {3}; 

Só (R, *,:) é corpo. 

São subanéis: L, M, S, 2Z x 2Z e Q. 
Têm unidade: L, M e Q. 

{0}, {0, 6}, {0, 4, 8}, {0, 3, 6, 9} e Z,,. 
x=1 


x=y=3 


Por exemplo, a união dos subanéis 27 
e 3Z do anel Z não é um subanel 
deste anel. 


E subcorpo: A. 
b) E invertível e sua inversa é 


1/2 -i/2 
E 1/2 


U(Z,,) = {1, 5,7, 11}. 
Notar que 1° = 5? = 7? = 11? = 1 na 
aritmética módulo 12. 


Respostas a algumas questões 


26. 


28. 
29. 


31. 


32. 


44. 
45. 


46. 


50. 
53. 


Qualquer que seja o número primo 

p > 0, o conjunto 

O(vp)=tx+yvp |x y E Q} 

é um subcorpo de R. 

Se A é comutativo, C(A) = A. 

Não. Como 0, =0,sea,beLeab=0, 
então a, b E A e ab = 0 „ logo a = 0, = 0, 
oub=0,=0. 

Se fosse invertível, existiria b €E A, b + 0, 
tal que ab = ba = 1. Mas como a é 
divisor próprio do zero, então ca = 0, 
para um conveniente elemento c €E 4”. 
Logo 

c(ab) = (ca)b=0-b=0. 

Por outro lado, como ab = 1, então 

0 = c(ab) = c - 1 = c, o que é absurdo. 
Se K é um subcorpo de Q(ñ, então 
contém 0,1 e -1, logo contém 

todos os números racionais, ou seja, 
Q c K c Q(i). Evidentemente, se K 
não possui nenhum número complexo 
da forma bi, com b E€ Q*, então K = Q. 


Homomorfismos: c, d, e, f, g. 
Núcleos: 

c) {0} 

d) {(0,y) |y E€ Z} 

e) {(0, 0)} 

f) {xE Z |x= 0 (mod n)) 
g) {0} 

Homomorfismos: a, b, e. 
Núcleos: 

a) {x 0) | xE Z} 

b) {(x, 0) |x € Z} 

e) {0} 

A=Z,B=Z xZef(x)= (x, 0) 
f')=x+1 


61. 


62. 
63. 
64. 


65. 


70. 


74. 
74. 


76. 
84. 
85. 
87. 


88. 
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a) Há 9 possibilidades: 
)m=n=p=q=0 
2)m=p=q=0en=1 
3)n=p=q=0em=1 
4)m=n=p=0eq=1 
5)m=n=qg=0ep=1 
6)m=p=0en=q=1 
7)m=q=0en=p=1 
8)n=p=0em=q=1 
9)n=q=0em=p=1 

b) fé isomorfismo nos casos 7 e 8. 

fQ)=0ef0)=X 

F =, fe) =F, fA = 3xe f(x) = 4x 

f.09 = (0, 0),/,09 = (x, 0) 

F = (0,x) e f(x) = (x, x) 

f: Zx Z> Z definida por f(x,y) =x, 

V(xy)eZxZe 


h: Z x Z > Z definida por h(x,y)=0, 
V(xy)eZx7. 
g: Z x Z > Z definida por g (x, y) = y, 
v(x y) EZ xZ. 


a) 3 d) 0 
b) 0 e) 24 
c) O f) 0 


0 e 5, respectivamente. 

Sim. Por exemplo o anel das 
aplicações de R em Z,. 

Não, porque 1-1,=1,%0.. 
São ideais: a, b, c, e, g, i, j. 


É ideal à esquerda: c. 


a) {0,2,4} e) Z, 
b) 5Z f) 47 
c) Q g) R 
d) R h) C 


(0); 0, 2, 4, 6}; {0, P e Z, 
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90. 
92. 


102. 
107. 
115. 


118. 
120. 


b) J = {0,8} 

b) 5e-5 

((4), 6) = (2) 

O idel 7 = Zx {0} no anel Z x Z, 

R/{0} = R 

R/R = {0} 

A=Z,1=4Z eA/l=Z, 

a) N(f) = 47 

b) ©: Z > Z/N( tal que o(x) =X, com 
Xx=x+47 


Capítulo 6 


10. 
11. 
12. 
13. 
15. 


f0) = 1; (1) = 16;f(-1)=0 
(4-2-2-1)%=1 

f +g) = 12 -x+ 5X + 5x 

(g - h) (x) = 3 + 4x + x? + 5x? - x! 

(h - f)(x) = -5 - x - 4x? + xt 

g) (x) = 14 + 21x - 26x? + 3xº — 4x! 
(gh) (x) = 14x - 21x? + 9x? - 3x! + xë 
(hf) (x) = 4x - 15x? + 15x! — 4x5 


a=1;b=-1;c=4; f1) = 5, WXER. 


São subanéis: 4 e B. São ideais: A e B. 
p(x) =x -6x +11x-6 


f(6)=0 
a=-1;b=6;c=1 
a=-1eb=c=0 


a=2;b=1;a-b=1 
a=8;b=-9;c=3 
Sea=1,0f=1. 


-_3 Jf- 
Sea =-+,0f=2. 


Seas1ouas-5,0f=3. 


16. 


17. 


19. 


20. 


22. 


23. 


27. 
28. 


31. 


32. 


33. 


34. 
35. 


36. 


37. 


40. 
41. 
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alfa) = 10; ICP - 9°) =7; 
alf +g) =10 
9(f-9)=4 

af = 12 

0gº = 4 

og” = 6 

a(f+ 9) = 12 

ad = bc 


2 
a) a= 


b)aeR, 
c) a qualquer 


p(x) = xX? + 9x? - 34x + 24 
p(-1) = 66 


AR X 
a) fo) = zta o 


S n(n + 1)(2n+ 1) 


b 
) S 6 
O<r<n-1 
n-1 
-1.28 
5342534 


p(x) =x -3x+2 


quociente =x? +x + 1 
resto = 0 
la+b+c+d|=96 
cinco 
5 


m= 5 


quociente 5 


resto =r 
2x +x2+3x-1 


r=1 


q Comp, q€ Zeg+0 


Respostas a algumas questões 


42. 


44. 


45. 


46. 
48. 
50. 


51. 


52. 


55. 


56. 


= T0 0949" "10" 10 


1,2,-2,3,-3 


r=231 
P(x) =x? +x? -4x+2 
r=x+3 


P(x) = E 10x + >x-5 


a 


a= 
a)a=1 
b) q(x) = 2x? - 2x 

r(x)=-x+12 


q(x) = x? - 3x? + 9x - 27 


a 
) r=0 


q(x) =x? + 3x? + 9x + 27 


b 
) r=162 


q(x) =x! + 2x? + 4x? + 8x + 16 
r=64 


c) 


q(x) = xt - 2x? + 4x? - 8x + 16 


a) r=-64 


q(x) =x5 +x +x? +x +x+1 


e) r=0 


q(x) =x" -xt +x? -x +x-1 


f 
) K2 


) O RR 
8) | r=486 


q(x) = xt - 3x? + 9x? - 27x + 81 


h 
) r=0 


(x -a)(xt + ax? + ax? + aêx+ a?) 


57. 
58. 


59. 


60. 
63. 
64. 
66. 


68. 


69. 


74: 


72: 
73. 
74. 
78. 


79. 


80. 


81. 


83. 
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R(0) = 0; Q(0) = 1 


vneN 
Q(x) = 2xº - Exa E 
r=257 
a=-1;b=1 
a=-3;b=2 
a=2;b=1;m=3 
e É ee 

2 2 


a) As raízes são -4, i e -i, todas com 
multiplicidade 1. 


b) 5 (com multiplicidade 2), 


-1 (com multiplicidade 3) e 
5 (com multiplicidade 1). 
c) 10 (com multiplicidade 5) e 
2 (com multiplicidade 1). 
d) 2i (com multiplicidade 5), 
-1 + iV3 =) 
“7 


2 
multiplicidade 3). 


k» (xt - x? - 6x? + 14x - 12) = 0, 


com k z O 


(com 


3 
a=2;b=-2 
m:2 
1,-1,2,-2,4,-4 
1 
=11,3,— 
s= [13,5] 
1i 
=1-1,=,> 
j | 5 a) 
12 
=12,3,— 
=| 37) 
S=(1,-1,2,-3) 
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b) f=(x+2)(x+v2)(x- V2) 
c) f=(x+iV2)(x-iV2)(x+vV2)(x-vV2) 
116. f) = (1+ V2x +x?)(1-V2x +x?) 


84. S= ft, = =6=1+iV3,=1L+i43 
2 2 


85. S=[1,-125,-3+/5,-3-45] 2 j 5 
2 2 

118. b) x5+ 5x- = = 

) x + 3%- 3*5 

86. S={1,-1,-4} 


1 
88. xt-5x+7x -x-2 = 19 (12xº + 8x? - 3x + 10) 


89. s=|-1 É 1421-402] 121. a)eb) 
122. a) Composto. b) Irredutível. 
91. É maior ou iguala 5. c) Composto. 
93. S={-1,2 + 3i, 2- 3i} 123. a=60ua=10 
94. m=-2;n=0 124. a) 3(1 - 4x + 3x?) 
95. S={1,i, -i b) 5(1 + 2x? - 3x°) 
96. S={1+2i,1- 2i, 2} 125. a) irredutível sobre Q 
97. f(x) =x -2x +3x-4 b) irredutível sobre Q 
98. f=xt-5x +6 126. c) h(x + 1) = 6 + 8x + 6x? + 4x +x!. 
99. 1 ” E) n is (0) número primo 2 garante, doyido ao 
a b c 4 critério de Eisenstein, a irredutibilidade 
7 de h sobre Q. 
100. E= 7 
101. 02 + b? + e+ d= 47 Capítulo 7 
103. S= {2, -1, 3} 
104. S={2, 3, 5} 6. b)Z/-=([0),(-1,1),(-2,2),..) 


9. a) (i): verdadeira (iii): falsa: 


105. S= {-6, 3, -2} 
10. divisores de 1+ 2i: +1, + i, 1 + 2i, 


106. S= {-6, -4, 3} 


107. h=-1ouh= > FR, 
108. m=-3 e a) B D 
A a io) 19. : E n 
109. ş=-]3, -1 20. Divisores comuns: + 1, + 3, 2 + V-5, 
S E 
110. p=4;q=3 30. a) Quociente = 1; resto = -1 - 3i. 


32. b) Quociente = -3 +22; 
resto = 2 + V2. 


35. Um máximo divisor comum é 3. 


111. p=-2;q=0oup=-1;q=1 
112. f(x) =-(x-1)(x-5)(x+2) 
113. a) f= +2) -2) 
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